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Кіріспе 

 Аналитикалық геометрия – кез-келген математикалық пәннің негізі болтын 

классикалық математиканың бӛлігі.  

 «Аналитикалық геометрия» курсы белгілі білім қорын жеткізіп және оларды 

қолдануға үйретіп қана қоймай, ол сонымен қатар математиканы оқып – үйрену 

үшін қажетті студенттердің логикалық ойлауын және математикалық мәдениетін 

дамытады. 

 «Аналитикалық геометрия» пәні жалпы ғылыми пән болып табылады – ол 

студенттерді басқа математикалық пәндерді оқып – үйренуге дайындайды.  

Аналитикалық геометрияны табысты менгеру үшін орта мектеп кӛлеміндегі 

элементарлық математиканы, сондай – ақ қатар оқылатын жоғарғы және сызықтық 

алгебраны, математикалық талдауды білу қажет. 

Бұл әдістемелік нұсқау университеттің «Математика», «Физика», «Информатика» 

мамандықтарында оқитын студенттердің «Аналитикалық геометрия» курсын 

жеткілікті дәрежеде меңгеруі үшін, есептерді жалпылама шеше алуды үйренуі 

үшін, жүйелеп оқу принципін кеңінен қолдана отырып, пәнаралық байланысты 

тиімді пайдалану үшін қажет және олардың кәсіптік біліктілігін жетілдірудің 

ғылыми ізденістеріне ұмтылуын жетілдіру; стандартты және стандартты емес 

математикалық есептерді шешу техникасында тәжірибелік біліктіліктерін 

қалыптастыру, «Аналитикалық геометрия»  курсын ӛту барсында студенттердің 

тікелей ӛз бетімен жұмыс жасауға ыңғайландыру, ӛз бетімен есептерді шығарып, 

оны талдау дағдыларын қалыптастыру үшін де пайдаланады.   
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1. ВЕКТОР 

 Вектордың анықтамасы. Векторларды  қосу. Векторды  санға (скалярға)  

кӛбейту 

 

Анықтамалар. .1  Бастапқы  нүктесі  А, ал  соңғы  нүктесі  В  болатын  бағытталған  

кесінді  АВ  векторы  деп  аталып, ÀÂ  арқылы  белгіленеді. Кейде  ÀÂ  векторын  à   

арқылы  белгілеп, ÀÂ = à   деп  те  жазады. ÀÂ   векторының  ұзындығын  оның  

модулі  деп  атап ÀÂ , немесе  à   арқылы  белгілейді. Бір  түзуге  параллель à   және 

b   векторларын  коллинеар  векторлар  деп  атап ba  , мұндағы   скаляр, арқылы 

белгілейді. Бір жазықтыққа  параллель  үш  векторды  компланар  векторлар  деп  

атайды. Егер  à   және b   векторларының: 1) ұзындықтары  тең; 2) бірімен  бірі  

коллинеар; 3) бағыттары  бірдей(бағыттас)  болса,  онда  оларды   тең  векторлар  

деп  атайды. 

.2  à  векторы  мен  m  санының  кӛбейтіндісі  деп  ұзындығы  mà   кӛбейтіндісіне  

тең, a >0  болғандағы  à  векторымен  бағыттас (m>0), ал  m<0  болғанда  à -ға 

қарама-қарсы  à  m  векторын  атайды. 

.3 Векторларды  қосу. à +b + ñ  векторларының  қосындысы  деп  тұйықтайтын  

ÎÑ = R  векторын  атайды. Егер  параллелограмда OA= à ; OB =b  болса, онда 

ÎÑ = à +b , ал BA = à - b . 

.4 Вектордың  ӛске  проекциясы. à   векторы Ох  ӛсімен   бұрышын  жасайды  

дейік. Онда à  векторының  ӛске  проекциясы  мына  формула  бойынша  

анықталады.  

,cos(aaàïð õ  ^Ох). 

 

Екі  вектордың  қосындысының  берілген  ӛске  проекциясы  қосындыны  құраушы  

векторлардың  сол  ӛске  түсірілген  проекцияларының  қосындысына  тең: 

                                                       bïðàïðbàïð õõõ  )( . 

                                 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. ОАСВ  тіктӛртбұрышының  ОА және ОВ  қабырғаларында  i  және j  (8-сурет) 

бірлік  векторларыӛлшеп  салынған. i  және j  бірлік  векторлары арқылы  OA , ÀÑ , 

ÑÂ , ÂÎ , ÎÑ  және BA , ӛрнектеңдер, мұндағы ОА=3; ОВ=4. 

2. 8-суретте  М-ВС-нің  қақ  ортасы, ал N AC –нің  қақ  ортасы. ÎÌ , ÎN  және  MN  

векторларының  ОА=3; ОВ=4 болғандағы  мәндерін  анықтаңдар. 

3. Компланар  емес  OA= à , OB =b ; ÎÑ =ñ  үш  векторлардан  параллелепипед  

салынған. Олардың  à +b - ñ ;  à -b + ñ ; à -b - ñ   және  b - à - ñ   векторларына тең  

вектор-диагоналдарын  кӛрсетіңдер. 

4. OA= à ; OB =b  векторлары  берілген. ÎÑ =ñ  векторы ОАВ  үшбұрышының  

медианасы. Формулалар  кӛмегімен  және  геометриялық  сызу  арқылы: 1) ñ  

векторын  à және b  векторлары  бойынша; 2) à  векторын b  және ñ векторлары  

бойынша  жіктеп  кӛрсетіңдер. 
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5. Арасындағы  бұрыш  120 -қа тең  à және b  векторлары  берілген. bañ 5.12    

векторын  салып, а=3, b=4,  болғандағы  оның  модулін  табыңдар. 

 

 Екі вектордың скалярлық кӛбейтіндісі 

 

1 . Анықтама. Екі вектордың скалярлық кӛбейтіндісі деп олардың ұзындықтарын 

векторлар арасындағы бұрыштың косинусына кӛбейткен кӛбейтіндіге тең санды 

айтады (10-сурет)  

           

 
à  және b векторларының скалярлық кӛбейтіндісін ba  арқылы белгілейді. Сонда  

 

                                                cos babà         (1)                                                              

                                                                          

Бұдан .cos bnpb a   Демек,  

anpbbnpababa ba  cos       (2) 

 

.2  Екі вектордың скалярлық кӛбейтіндісінің қасиеттері: 

1. abba   

2. cabacba  )(  

3. Егер a ║ b болса, онда  baba   жеке жағдайда 22 aaaa  . Бұдан 
2 aa     (3) 

 

4. Егер ba   болса, онда 090cos  baba  

5. Орттардыңлллскалярлықдддкӛбейтінділері:                                         

.1;1;1;0;0;0  kkjjiikikjji  

Егер );;( 111 zyxa  және );;( 222 zyxb  ӛзінің скалярлық проекциялары арқылы 

берілсе,онда 

 

212121 zzyyxxba  .           (4) 
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3 . a және b векторларыныңваварасындағыюююбұрыш:  
 

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

332211

)(

cos

bbbaaa

bababa

ba

ba









            (5) 

 

Екі вектордың параллелдік белгісі: ab  немесе 
3

3

2

2

1

1

a

b

a

b

a

b
.Екі вектордың 

перпендикулярлық белгісі: 0ba


;немесе 0332211  bababa . 

1-мысал:   2)2()2()2( kikkjjji   векторын есептеп табыңдар. 

Шешуі: 241214422)2()2()2( 2222  kkiikkjjjikikkjjji  

2-мысал: jia  және kjib 22   векторларының арасындағы бұрышты 

табыңдар. 

Шешуі:   jia    және  kjib 22    

 
2

2

23

3

44111

2111
cos 














ba

ba
  

  135  

                                             Ӛз  бетінше  шығарылатын есептер 

1.Тӛбелері A(2;-1;3),В(1;1;1) және С(0;0;5) нүктелерінде жатқан АВС 

үшбұрышының бұрыштарын анықтаңдар. 

2.  Жазықтық үстінде тӛбелері  О(0;0), А(2а;0) және В(а;-а) нүктелерінде жатқан 

үшбұрыш берілген. ОВ қабырғасы мен ОМ медианасы арасындағы бұрышты 

табыңдар. 

3. xoy  және yoz   бұрыштарының биссектрисаларының  арасындағы бұрышты 

табыңдар. 

4. Квадраттың бір тӛбесінен қарсы екі қабырғасын қақ бӛлетіндей түзулер 

жүргізілген. Осы екі түзудің арасындағы  бұрышты  табыңдар. 

5. jia  2  және kjb  2  векторларына  салынған параллелограм 

диагональдарының  арасындағы бұрышты табыңдар. 

6. kjia 2  және  kjib 4   векторлары берілген. anpb  және bnpa  табыңдар. 

7.1) 2)( ba  ; 2) 22 )()( baba   ӛрнектеріндегі жақшаларды ашыңдар, алынған 

формулалардың геометриялық мағыналарын анықтаңдар. 

 8. nma 42   және nmb    векторларының арасындағы бұрышты табыңдар. 

Мұндағы m   мен n  бірімен бірі 120  бұрыш құратын бірлік векторлар. 

9.  А(а;0;0), В(0;0;2а)  және  С(а;0;а)  нүктелері  берілген. ÎÑ   және  ÀÂ   

векторларын  салыңдар  және  олардың  арасындағы  бұрышты  табыңдар. 

10. nma  2   және  nmb 2   векторларына  салынған,  мұндағы  m   және  n   

бірлік  векторлар , олардың  арасындағы  бұрыш  60 , паралелограмның  

диагональдарының  ұзындықтарын  табыңдар. 

 

Екі вектордың векторлық кӛбейтіндісі 

 

1 . Анықтама. a  және b  векторларының векторлық кӛбейтіндісі деп (11-сурет) 

мына шарттарды қанағаттандыратын: 

1. Модулі a  және b векторларына салынған параллелограмның сан мәніне тең; 
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2. Параллелограмм жазықтығына перпендикуляр; 

3. a  векторын b векторына ең қысқа бұру бағыты c векторының 

соңғы нүктесінен қарағанда сағат тілінің бағытына қарсы бағытта іске асырылатын 

c  векторын атайды. ba ,  және c оң үштік деп аталады. 

                                      
Екі вектордың векторлық кӛбейтіндісі  ba   арқылы белгіленеді.Демек, .bac   

.2 Векторлық кӛбейтіндінің қасиеттері: 

1) abba  ; 

2) .)( cabacba   

3) Егер a ║b ,онда 0ba . Жеке жағдайда .0aa  

3 .Орттардың векторлық кӛбейтінділері: 

 

.,, jikikjkji                   (1)                                                                                

 

.4 Кӛбейткіш векторлар координаталары арқылы  zyx aaaa ,,  және ),,( zyx bbbb : 

                                                     

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba      (2)                                                   

 

 .5  a  және b  векторларына сызылған параллелограмм ауданы: 

                                                          baS  ,               (3)                                                   

 

ал a  мен b  векторларына сызылған үшбұрыш ауданы: 

                                                         baS 
2

1
     (4)                                                          

1-мысал: Тӛбелері А(7;3;4),В(1;0;6) және С(4;5;-2) нүктелерінде жататын үшбұрыш 

ауданын есепте. 

Шешуі:      А(7;3;4);   В(1;0;6);   С(4;5;-2) 

ÀÂ =  2;3;6  ;             ÀÑ =  6;2;3   

 

;*
2

1
ACABS ABC          kjiijkkji

kji

ACAB 214214436912618

623

236* 



  

5.24
2

49
77

2

1
93647

2

1
214214

2

1 222 ABCS  

2-мысал:   kja  2  және kib 2  векторларына параллелограмм салыңдар.Осы 

параллелограмның ауданы мен биіктігін табыңдар. 

Шешуі: kja  2  және kib 2   
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kji

kji

ba 24

201

120 
                                                     

 

                214116  baS
 

 541 b            hbS              
5

1
4

5

21
h  

 

 

Ӛз бетінше шығаратын есептер 

1. bababa  2)()(  теңдігін дәлелдеңдер және осы теңбе-теңдіктің 

геометриялық мағынасын айқындаңдар. 

2. Диагональдары nm 2  және nm 54  ,мұндағы m  және n  45  бұрыш құрайтын 

бірлік векторлар, векторлары арқылы берілген параллелограмның ауданын 

табыңдар. 

3. Тӛбелері А(1;-2;8),В(0;0;4) және С(6;2;0) нүктелерінде жататын үшбұрышты 

сызыңдар. Үшбұрыш ауданын және ВD биіктігін табыңдар. 

4. jka   және kjib   векторларына салынған параллелограмның ауданын 

және диагоналін табыңдар. 

5. bababa  3)2()2(  теңдігін дәлелдеңдер. 

6. nma 2   және  nmb  2 , мұндағы m  және n  30  бұрыш құрайтын бірлік 

векторлар , векторларына салынған параллелограмм ауданын табыңдар. 

7. a   мен  b  векторлары  45  құрайды. 5 ba   болғандағы  ba 2   және  ba 23    

векторларына   салынған  үшбұрыш  ауданын  табыңдар. 

8. jka 23  ,  jib 23    және  bac    векторларын  салыңдар. ñ   векторының  

ұзындығы  (модулі)  мен  à   және  b   векторларына  салынған  үшбұрыш  ауданын  

есептеңдер. 

 

 Ҥш вектордың аралас кӛбейтіндісі 

 

1 . Анықтама. cba ,,   векторларының  аралас кӛбейтіндісі деп cba  )( ӛрнегін 

айтамыз .Егер  cba ,,   векторлары ӛз координаталары арқылы берілсе:   
);;(),;;( 222111 zyxbzyxa  және    );;( 333 zyxñ   , онда 

 

                                                   

333

222

111

)(

cba

cba

cba

cba         (1)                                         

 .2  Аралас кӛбейтіндінің қасиеттері мынадай: 

1) Кез келген кӛбейткіш векторлардың орнын ауыстырғаннан 
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үш вектордың аралас  кӛбейтіндісі ӛз таңбасын қарама-қарсы таңбаға ауыстырады: 

                                      .)()()( abcbcacba           (2) 

 

2) Егер үш вектордың екеуі біріне бірі тең немесе параллель (коллинеар) болса, 

онда аралас кӛбейтінді нӛлге тең. 

3) )()( cbacba  . Сондықтан   cbacba  )(  арқылы да  белгілейді. 

3 cba ,, векторларына  салынған   параллелепипед   кӛлемі:                                                 

                                                           cbaVnap  )(   , 

Ал пирамида кӛлемі: 

                                                          .)(
6

1
. cbaVnup   

 .4  Үш  вектордың компланарлық белгісі. Егер    
cba ,,  векторлары компланар 

(яғни, үш вектор да бір жазықтықта жатқан) болса, онда  0 cba  және,керісінше, 

егер үш вектордың аралас кӛбейтіндісі нӛлге тең болса, онда ол векторлар бір 

немесе біріне-бірі параллель жазықтықтарда жатады. 

1-мысал: А(2;-1;-2), В(1;2;1), С(2;3;0) және  D(5;0;-6) нүктелері бір жазықтықта 

жататынын дәлелдеңдер. 

Шешуі:    А(2;-1;-2);  В(1;2;1);  С(2;3;0);  D(5;0;-6)  нүктелерінен  жасалған  үш  

вектордың  компланарлығына  кӛз  жеткіземіз.  

 3;3;1AB ;       2;4;0ÀÑ ;         4:1;3 ÀD  

02361816

413

240

331

)( 





 ÀDÀÑÀÂ  Демек,  ÀÑÀÂ,   және  ÀD   векторлары  

компланар  болғандықтан  А,В,С  және  D  нүктелері  бір  жазықтықта  жатады.   

 

2-мысал:  kjia 23  ;       kjib 432   ;     kjic 6123   векторларының 

компланар болатынын дәлелдеп  c  векторын  a  және  b  векторлары бойынша    

жіктеңдер. 

Шешуі:     kjia 23  ;       kjib 432   ;     kjic 6123     

     0)1612616126(3

241

432

231

3

6123

432

231

)( 















 cba  

     Демек,     cba ,,   векторлары -  компланар   

 

       bac               














)4(26

)3(312

2)1(3







        








1233

32



x

          32  x          

                                        12396    

                                      33   

                                     1 ;      5x  

Сонда  bac  5  
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Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер 

1. ,43 jia   ,3 kjb    kjc 52   векторларына салынған параллелепипедтің 

кӛлемін табыңдар. ( cba ,,  ) оң немесе теріс үштік екенін анықтаңдар. 

2. Тӛбелері  О(0;0;0), А(5;2;0), В(2;5;0) және  С(1;2;4) 

нүктелері  болатын пирамиданы салыңдар және оның кӛлемін,  АВС жағының және 

осы жаққа түсірілген пирамида биіктігін табыңдар. 

3. kjia 23  ;       kjib 432   ;     kjic 6123   векторларының компланар 

болатынын дәлелдеп  c  векторын  a  және  b  векторлары бойынша    жіктеңдер. 

4. pnm ,,  бірлік векторлары берілген.  

5.   .)(,),(   nmpnm 2sin
2

1
)( 



pnm  теңдігін дәләлдеңдер. 

 

2. ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ АНАЛИТИКАЛЫҚ ГЕОМЕТРИЯ 

 Кесіндіні  берілген  қатынасқа  бӛлу. Ҥшбҧрыш  ауданы 

 

      );( 11 yxA  және );( 22 yxB  нүктелері  берілсін. АВ кесіндісін  АМ:МВ=   қатынасына  

бӛлетін  М(х;у) нүктесінің  координаталары 

 

                                         








1

21 xx
x ,  










1

21 yy
y                 (1) 

 

Формулаларымен  анықталады. 

         Жеке  жағдайда, М(х;у) нүктесі  АВ кесіндісін  қақ  екіге  бӛлсе, онда  1  

болады. Демек, 

 

                                   2

21 xx
x


 ,   

2

21 yy
y


                   (2) 

 

Егер );( 11 yxA , );( 22 yxB  және  );( 33 yxC  н8ктелер3  юер3лген  үшбұрыш  тӛбелерінің 

координаталары  болса, онда  үшбұрыш  ауданы мына формула  бойынша 

анықталады: 

                                                 .
2

1

1313

1212

yyxx

yyxx
S






 
 

Ӛз  бетінше  шығарылатын есептер. 

1. Жазықтықта А(-2;1) және В(3;6)  нүктелерін  салып, АВ  кесіндісін  АМ:МВ=3:2 

қатынасына  бӛлетінМ(х;у) нүктесін  табу  керек. 

2. А(-2;1)  және В(3;6) нүктелері   берілген.  АВ  кесіндісін  АМ:МВ=-3:2 

қатынасына  бӛліңіз. 

3. Тӛбелері  А(2;0), В(5;3)  және  С(2;6)  нүктелерінде  орналасқан  үшбұрыш  

ауданын  табыңдар. 

4. А(1;1),  В(-1;7) және С(0;4) нүктелерінің бір  түзудің  бойында  жатқанын  

дәлелдеңдер. 

5. Тӛбелері  А(3;1), В(4;6), С(6;3)  және  D(5;-2) нүктелерінде  жатқан  

тӛртбұрыштың  ауданын  табыңдар. 
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Координаталарды  тҥрлендіру 

 

       Координаталар ӛстерін  ӛзіне-ӛзін  параллель  жылжытқанда  декарттық  

тікбұрышты  коорднаталар  жүйесін  түрлендіру 

                                                       axx  ,          byy   

Формулалары  арқылы  жүзеге  асырылады. Мұндағы х,у – кез келген  М  нүктесінің  

ескі  координаталары,  ал x  және y  сол  нүктенің  жаңа  координаталары. a,b ескі  

координаталар  жүйесіндегі  жаңа  бас  нүктенің   координаталары. 

Декарттық  тікбұрышты координаталарды     бұрышына  бұрғандағы  түрлендіру  

мына  формулалармен  анықталады. 

                                       cossin,sincos yxyyxx  . 

Мұндағы  х,у   М нүктесінің  бұрынғы (ескі)   координаталар  жүйесіндегі  

координаталары  болса, ал  yx ,  сол  нүктенің  жаңа  координаталар  жүйесіндегі  

мәні. 

                                    byxyayxx   cossin,sincos  

формулалары   координаталар  жүйесін  Ох  бағытында  а-ға,  ал Оу  бағытында  b-ға  

жылжытып     бұрышына  бұрғандағы түрлендіруді  анықтайды. 

 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. Координаталар  ӛстері  бағыттарын  ӛзгертпей  координаталар  бас  нүктесін  

тӛменде  келтірілген  нүктелерге  кӛшіргендегі  сәйкес  формулаларды  жазып  

кӛрсетіңдер: 

1) А(3;4);   2) В(-2;1);   3) С(-3;5). 

2. Координаталар  ӛстері  бағытын  ӛззгертусіз  қалдырып  бас  нүкте  Î  (3;-4)  

нүктесіне  кӛшірілген. Координаталардың  жаңа  жүйесінде  А(1;3), В(-3;0),  С(-1;4)  

нүктелері  берілген. Осы  нүктелердің  координаталарын  ескі  жүйеде  есепте. 

3. А(2;1), В(-1;3) және С(-2;5) берілсін. Координаталар  бағытын  ӛзгертпей  бас  

нүктені: 1) А нүктесіне;  2) В  нүктесіне; 3) С  нүктесіне кӛшіргендегі  осы  

нүктелердің  координаталардың  жаңа  жүйесіндегі  координаталарын  табу  керек. 

4. Координаталар  ӛстері : 1) 60 ; 2)  45 ; 3) 90 ; 4) 90 ; 5) 180  бұрыштарының  

біреуіне  бұрылғандағы  кординаталарды  түрлендірудің  формулаларын  жазыңдар. 

5. М(3;1), N(-1;5) және Р(-3;-1) нүктелері  берілген. Координаталар  ӛстері: 1)  45 ; 

2) 90 ; 3) 90 ; 4) 180  бұрыштарына  бұрылғандағы  сол  нүктелердің  

координаталардың  жаңа  жүйесіндегі  координаталарын  табыңдар. 

 

Сызық  теңдеуі-нҥктелердің  геометриялық  орны 

 

 х пен у  айнымалылары  қанағаттандыратын  теңдеу  сызық  теңдеуі  деп  аталады. 

 Сызық теңдеуіне  енген  х  пен  у  айнымалылары  ағымдық  координаталар  деп  

аталады, ал  әріптік  тұрақтылар- параметрлер. Мысалы, 222 Ryx   - шеңбер  

теңдеуіндегі  х  пен  у  ағымдық  координаталар, ал  радиус R – параметр. 

  Бізге  бірдей  қасиетке  ие  нүктелердің  геометриялық  орны  ретінде  анықталатын  

сызық  теңдеуін  құру  үшін  мыналар  қажет  болады: 

1) Сызықтың  үстіндегі  кез-келген   М(х;у)  нүктесін  аламыз; 

2) Сызықтың  М(х;у) нүктесінің  барлық  жалпы  қасиеттерін  теңдік  арқылы  

жазамыз; 
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3) Теңдікке  енген  барлық  кесінділер  мен  бұрыштарды  М(х;у) ағымдық  

нүктесінің  координаталары  арқылы  ӛрнектейміз. 

Ӛз бетінше  шығарылатын  есептер. 

1) 222 Ryx   - теңдеуі  радиусы R-ге  тең  центрі  координаталар  бас  нүктесінде  

жатқан  шеңбер  теңдеуі  екенін  дәлелдеңдер. 

2) Центрі  С(3;4)  нүктесінде  жатқан,  радиусы R=5 ке  тең  шеңбер  теңдеуін  

жазыңдар. А(-1;1), В(2;3), О(0;0)  және  D(4,1)  нүктелері  шеңберге  тән  немесе  

сырт  нүктелер  екенін  тексеріңдер. 

3) А(0;2)  мен  В(4;-2)  нүктелерінен  бірдей  қашықтықта  жатқан  М(х;у)  

нүктесінің  қозғалу  сызығының  теңдеуін  жазу  керек. С(-1;1), D(1;-1), Е(0;-2)  және 

F(2;2)  нүктелері  сызық  үстінде  жататын,  жатпайтынын  анықта. 

4) Ӛз  қозғалысында А(0;9)  нүктесінен  В(0;1)  нүктесіне  қарағанда  үш  есе  алыс  

қашықтықта  қозғалатын  М(х,у)  нүктесінің  траекториясының  теңдеуін  жазыңдар. 

5) Ӛз  қозғалысында А(-1;1) нүктесінен  В(-4;4)  нүктесіне  қарағанда  екі  есе  

жақын  қозғалатын  М(х;у)  нүктесінің  траекториясының  теңдеуін  жазыңдар. 

6) Координаталар  бұрыштарының  биссектрисаларының  теңдеулерін  жазыңдар. 

7) F(2;2)  нүктесі  мен  Ох  ӛсінен  бірдей  қашықтықта  жатқан  нүктелердің  

геометриялық  орнының  теңдеуін  жазыңдар. Алынған  теңдеудің  графигін  

салыңдар. 

8) Ох  ӛсінен  Оу  ӛсіне  қарағанда  екі  есе  үлкен  қашықтықта  жатқан  М(х;у)  

нүктесінің  қозғалу  траекториясының  теңдеуін  жазыңдар. 

9) 342 2  xxy   сызығының  координаталар  ӛстерімен  қиылысу  нүктелерін  

табыңдар  және  сызықтың  графигін  салыңдар. 

10) Оу  ӛсімен  F(4;0)  нүктесінен  бірдей  қашықтықта  жатқан  нүктелердің  

геометриялық  орнының  теңдеуін  жазыңдар. Алынған  теңдеудің  графигін  

сызыңдар. 

 

 Бҧрыштық   коэффициенті  арқылы  берілген  тҥзу  теңдеуі.  

Тҥзудің  жалпы  теңдеуі. Координаталар  ӛстерінен  қиылған  кесінділер  

арқылы  берілген  тҥзу  теңдеуі 

 

1. y=kx+b – бұрыштық  коэффициенті  арқылы  берілген  түзу  теңдеуі. Мұндағы  k 

абсцисса  ӛсі  мен  түзу  арасындағы  бұрыштың  тангенсі. tgk  - түзудің  

бұрыштық  коэффициенті   деп  аталады.  b-түзудің  ордината  ӛсінен  қиған   

кесіндінің  шамасы. 

2. А+В+С=0 –түзудің  жалпы  теңдеуі. Кейбір  дербес  түрлері: 

a) С=0 болса,  онда x
B

A
y  , мұндағы В≠0, түзу  координаталардың  бас  нүктесін 

басып  ӛтеді. 

б) В=0 болғанда a
A

C
x   -түзу  Оу ӛсіне  паралель. 

в) А=0 болғанда b
B

C
y   - түзу  Ох ӛсіне  паралель. 

г) В=С=0 болса, онда 0Ax ; х=0 –Оу ӛсінің  теңдеуі. 

д) А=С=0 болса, онда у=0 – Ох ӛсі 

3. Координаталар  ӛстерінен  қиатын  кесінділер  арқылы түзу  теңдеуі: 
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1

b

y

a

x
 

Мұндағы  а  және b –координаталар  ӛстерінен  қиатын  түзу  кесінділері. 

Мысалы:   Ӛзінің жалпы  теңдеулері  арқылы  берілген  түзулер:  1)  2х-3у=6;                        

2) 3х-2у+4=0  теңдеулерін  координаталар  ӛсінен  қиатын  кесінділері  арқылы  

берілген  түзуооотеңдеулерідддарқылыюююжазыңдар.                                                                                         

Шешуі:   2х-3у=6  теңдеуін  1
â

ó

à

õ
  түріне  келтіреміз. Ол  үшін  теңдеудің  екі  

жағын  да  6  санына  бӛлеміз: 

                                                            1
23





óõ
 

Демек  а=3,  b=-2  болған  кездегі  кесінділермен  берілген  теңдеу. 

                       

Ӛз бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. Оу ӛсінен  b=3  кесіндісін  қиатын  және  Ох  ӛсімен:  1) 45 ;      2) 135  бұрыш  

жасайтын  түзулердің  теңдеулерін  жазыңдар. 

2. Оу  ӛсінен  b=-3 кесіндісін  қиатын  және  Ох ӛсімен: 1) 60 ;2) 120  бұрыш  

жасайтын  түзулердің  теңдеулерін  жазыңдар. 

3. Координаталардың  бас  нүктесінен  ӛтетін  және  Ох  ӛсімен: 1) 45 ;2) 

60 ;3) 90 ;4) 120 ;5) 135  бұрыш  жасайтын  түзу теңдеуін  жазыңдар. 

4. Координаталардың  бас  нүктесінен  және  (-2;3)  нүктесі  арқылы  ӛтетін  түзу  

теңдеуін  жазыңдар. 

5. А(2;3) нүктесі  арқылы  ӛтетін  және  Ох  ӛсімен  45  бұрышын  жасайтын  

түзудің  k және b параметрлерін  анықтап  теңдеуін  жазыңдар. 

6. А(4;3) нүктесі  арқылы  ӛтетін  және  координаталар  бұрышынан  ауданы  3-ке  

тең  үшбұрыш  қиатын  түзу  теңдеуін  жазыңдар. 

7. А(3;5), В(2;7), С(-1;-3) және  D(-2;-6) нүктелері  12  xy  түзуі  үстінде  жата  ма  

немесе  олар  ол  түзуден  «жоғары» немесе  «тӛмен» орналасқан ба? 

8. Диагональдары  10 см  және  6 см ромбының  үлкен  диагоналін Ох ӛсі, ал  кіші  

диагоналін  Оу  ӛсі  деп  алып ромб  қабырғаларының  теңдеулерін  жазыңдар. 

9. (-4;6)  нүктесін  басып  ӛтетін  және  координаталар  ӛсінен  ауданы 6-ға  тең  

үшбұрыш  қиатын  түзу  теңдеуін  жазыңыз. 

10. Ох ӛсінен  қашықтығы  х=-3  түзуіне  дейінгі  қашықтығынан  екі  есе  үлкен  

қашықтықта  жатқан  М(х;у)  нүктесінің  қозғалу  сызығының  теңдеуін  

жазыңыздар. 

 

Екі  тҥзу  арасындағы  бҧрыш. Берілген  нҥкте  арқылы  ӛтетін  шоқ  тҥзулер  

теңдеуі. Берілген  екі  нҥкте  арқылы ӛтетін  тҥзу  теңдеуі. Екі  тҥзудің  

қиылысу  нҥктесі 

 

.1  Сағат  тілінің  бағытына  қарсы  бағытта  ӛлшенетін  11 bxky   түзуінен  

22 bxky    түзуіне  дейінгі   бұрышы 

 

                                                       21

12

1 kk

kk
tg




               (1) 
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формуласы  арқылы  анықталады. Ӛзінің  жалпы  теңдеулері  арқылы  берілген 

                                          0111  CyBxA   және  0222  CyBxA  

түзулері  үшін  (1)- формула  былай  жазылады:       

.
2121

1221

BBAA

BABA
tg




  

Екі  түзудің  паралельдік  шарты: 21 kk   немесе  
2

1

2

1

B

B

A

A
  теңдіктері  арқылы  

анықталады. 

Екі  түзудің  перпендикулярлық  шарты: 
1

2

1

k
k   немесе  02121  BBAA  теңдіктері  

арқылы  анықталады. 

.2 );( 11 yxA  нүктесінен  ӛтетін  шоқ  түзулер  теңдеуі: 

 

                                                         )( 11 xxkyy         (2) 

формуласы  арқылы  беріледі. 

.3  Берілген  екі: );( 11 yxA  және  );( 22 yxB  нүктелері  арқылы  ӛтетінтүзу  теңдеуі: 

                                                          12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









 

формуласы  арқылы  беріледі. 

.4 Параллель  емес  екі  0111  CyBxA   және  0222  CyBxA түзулерінің  қиылысу  

нүктесін  табу  үшін  оларды  біріктіріп  шешіп  табатынымыз: 

 

                                 

.,

22

11

22

11

22

11

22

11

BA

BA

CA

CA

y

BA

BA

BC

BC

x









  

Мысалы:   А(2,3)  нүктесі  арқылы  ӛтетін шоқ  түзулер  теңдеуін  жазыңдар. Осы  

шоқ  түзулер  ішінен  Ох  ӛсімен: 1) 45 ;2) 60 ;3) 135 ;4) 0  бұрыш  жасайтын  

түзулерді  таңдап  алып, олардың  графиктерін  сызыңдар. 

 

Шешуі:  Түзулердің  теңдеулерін  bêõó   түріне  келтіреміз. Сонда  k  

коэффициенттері  бірдей  түзулер  параллель  болады  да,  коэффициенттері  қарама-

қарсы,  әрі  кері  болса, яғни  
2

1

1

k
k    болса,  перпендикуляр  болады.  

1.  
2

7

2

3
 xy  

2.  
4

9

2

3
 xy  

3.  
4

5

2

3
 xy  

4. 2
2

3
 xy  

Сонда  бірінші  түзу  мен  екінші  түзу  параллель  болады  да,  тӛртінші  түзу  ол  

екеуіне  перпендикуляр  болады.   
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Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. А(-2;5) нүктесі  мен  02  yx  түзуін  салыңдар. А  нүктесін  басып  ӛтетін  шоқ  

түзулер теңдеуін  жазыңдар, және  шоқ  түзулер: 1) берілген  түзуге  параллель  

түзуді  бӛліп  шығарыңдар; 2) берілген  түзуге  перпендикуляр  түзудің  теңдеуін  

жазыңдар. 

2. 01052  yx   түзуінің  координаталар  ӛстері  мен  қиылысу  нүктелерінде  оған  

перпендикулярлар  жүргізілген. Сол  перпендикулярлар  теңдеулерін  жазып  

беріңдер. 

3. А(-1;3)  және В(4;-2) нүктелері  арқылы  ӛтетін  түзу  теңдеуін  жазыңдар. 

4. Тӛбелері  А(-2;0), В(2;6)  және  С(4;2)  нүктелерінде  жатқан  үшбұрыштың ВD 

биіктігі  және  ВЕ медианасы  жүргізілген. АС  қабырғасы, ВЕ  медианасы  және  ВD 

биіктігі  теңдеулерін  жазыңдар. 

5. Координаталардың  бас  нүктесінен  ӛтіп xy 24  түзуімен 45  бұрыш  жасайтын  

түзулердің  теңдеулерін  жазыңдар. 

6. 632  yx  түзуімен   45  бұрыш  жасайтын  және  А(-1;1) нүктесін  басып  ӛтетін  

түзулердің  теңдеулерін  жазыңдар. 

7. Қабырғалары  03  xy ; 3x ; 032  yx   теңдеулері  арқылы  берілген   

үшбұрыштың  тӛбелерін  және  бұрыштарын  табыңдар. 

8. Үшбұрыш  тӛбелері  А(-2;0), В(2;4), С(4;0)  арқылы  берілген. Үшбұрыш  

қабырғалары, АЕ  медианасы;  АD биіктігі  теңдеулерін  жазыңдар және  АЕ 

медианасының  ұзындығын  табыңдар. 

9. Тӛбелері А(-4;2), В(2;-5)  және  С(5;0)  нүктелерінде  жатқан  үшбұрыштың  

медианаларының  қиылысу  нүктелерін  және  биіктіктерінің  қиылысу  нүктелерін  

табыңдар. 

 

Тҥзудің  нормаланған  теңдеуі. Нҥктенің  тҥзуге  дейінгі  қашықтығы. Берілген  

екі  тҥзудің  қиылысу  нҥктесін  басып  ӛтетін  шоқ  тҥзулер  теңдеуі 

 

.1    Түзудің  нормаланған  теңдеуі 

                                         0sincos  pyx            (1) 

мұндағы  р- түзуге  координаталар  бас  нүктесінен  түсірілген  перпендикулярдың  

(нормаль)  ұзындығы;  -осы  перпендикулярдың  Ох  ӛсімен  жасайтын  бұрышы. 

Түзудің  жалпы  теңдеуін  оның  нормаланған  түріне  келтіру  үшін Ах+Ву+С=0  

теңдеуінің  екі  жағын  да  нормалаушы  кӛбейткіш 
22

1

BA
Ì


 -қа  кӛбейтеміз. 

М-нің  таңбасы  бос  мүше  С-ның  таңбасына  қарама-қарсы  таңба  етіп  алынады. 
.2 );( 000 óõÌ  нүктесінен  0sincos  p   түзуіне  дейінгі  қашықтық: 

pyxd   sincos 00  теңдігімен  анықталады. Егер  түзу  ӛзінің  жалпы  теңдеуі  

арқылы  берілсе, онда 

                                             

.
22

00

BA

CByAx
d




               (2) 

 

.3  Ах+Ву+С=0  және  0111  CyBxA  түзулерінің  арасындағы  бұрыштың  

биссектрисасының  теңдеуі 
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2

1

2

1

111

22 BA

CyBxA

BA

CByAx









     (3) 

арқылы  табылады. 

.4  Берілген  екі  түзудің  қиылысу  нүктесі   арқылы  ӛтетін  шоқ  түзулер  теңдеуі 

                                          0111  CyBxACByAx   

арқылы беріледі. 

 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1.  Мына  теңдеулерді  нормаланған  теңдеулерге  келтіріңдер: 1) 3х-4у-20=0; 2) 

х+у+3=0; 3) у=kх+b. 

2. Нормаль  р=2  болғандағы,  ал  оның  Ох ӛсімен  жасайтын    бұрышы: 1) 45 ; 

2) 135 ; 3) 225 ; 4) 315  болғандағы  түзулер  теңдеуін  жазыңдар. 

3. А(4;3), В(2;1) және С(1;0) нүктелерінің  01043  óõ  түзуіне  дейінгі  

қашықтықты  табыңдар. Аталған  нүктелер  мен  түзуді  салыңдар. 

4. Координаталардың  бас  нүктесінен  12х-5у+39=0  түзуіне  дейінгі  қашықтықты  

табыңдар. 

5. у=кх+5 түзуі  координаталар  бас  нүктесінен  5d  қашықтықта  орналасқан  

деп  санап  к-ның  мәнін  табыңдар. 

6. 4х-3у=0  түзуінен  d=4-ке  тең  қашықтықта  жатқан  нүктелердің  геометриялық  

орнының  теңдеуін  жазыңдар. 

7. А(4;-2)  нүктесінен  d=4 қашықтықта  жатқан  және  8х-15у=0 түзуіне  параллель  

түзу  теңдеуінжазыңдар. 

8. 2х+3у=10  және  3х+2у=10  түзулерінің  арасындағы  бұрыштардың  

биссектрисаларының  теңдеулерін  жазыңдар. 

9. Тӛбелері А(-3;0), В(2;5)  және  С(3;2)  болатын  үшбұрыштың  ВD  биіктігінің  

ұзындығын  табыңдар. 

10.А(2;4)  нүктесі  арқылы  ӛтетін  және  координаталар  бас  нүктесінен   d=2  

қашықтықта  түзу  теңдеуін  жазыңдар. 

 

 Шеңбер 

 

Центрі  С(a,b)  нүктесінде  жатқан  және  радиусы R-ге  тең   шеңбер  теңдеуі: 

                                                        
222 )()( Rbyaõ   

теңдеуі  арқылы  жазылады. 

 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. Центрі С(-4;3) нүктесінде  орналасқан  радиусы  R =5 тең  шеңбер  теңдеуін  

жазып  және  сызбасын  салыңдар.А(-1;-1), В(3;2) және  О(0;0) нүктелері  шеңберде  

жататынын  немесе  жатпайтынын  тексеріңдер. 

2. xxy 42      сызығының  координаталар  жүйесінде  орналасуын  анықтап, 

оның  графигін  салыңдар. 

3. А(-1;3), В(0;2), С(1;-1)  нүктелері  арқылы   ӛтетін  шеңбер  теңдеуін  жазыңдар. 

4. Координаталар  ӛстеріне  жанасатын  және  А(1;2) нүктесін  басып  ӛтетін  

шеңбер  теңдеуін  жазыңдар. 
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5. А(-3;0) және В(3;6)  нүктелері  берілген. АВ  кесіндісі  диаметр  болатындай 

шеңбер  теңдеуін  жазыңдар. 

 

Эллипс 

 

Фокустары  деп  аталатын  берілген  1F   және  2F   нүктелерінен  қашықтықтарының  

қосындысы  тұрақты  2а  санына  тең  М(х,у) нүктелерінің  геометриялық  орны  

эллипс  деп  аталады. 

Эллипстің  ең  қарапайым  (каноникалық) теңдеуі 

                                                              
1

2

2

2

2


b

y

a

x
        (1) 

 

түрінде  жазылады.(1) теңдеу  арқылы  берілген  эллипс  координаталар  ӛстеріне  

қарағанда  симметриялы  сызық. а және b  параметрлері  эллипстің  жарты  ӛстері  

деп  аталады. Егер   а  >  b болса,  онда  эллипс  фокустары  абсцисса  ӛсінің  

бойында  орналасқан. (2-сурет). 

             

 

..~ 22

21 baccOFOF    
a

c
<1  эллипс  эксцентриситеті  деп  аталады. М(х;у)  

нүктесінен  эллипс  фокустарына  дейінгі  қашықтық ( фокустық  радиус-векторлар): 

xar 1   және  xar 2  

формулалары  арқылы  анықталады. Егер а<b болса, онда эллипс  фокустары  Оу  

ӛсінде  орналасқан. 

22 abc  ; 
b

c
  ; ybr  . 

Мысалы:  164 22  yx  теңдеуімен  берілген  эллипстің  фокустары  мен  

эксцентриситетін  табыңдар. 

Шешуі:    

164 22  yx                                         а=4;  b=2 

 1
416

22


yx

               

 22 bañ  = 416  = 32 ;   

)0;32(1F  ;  )0;32(2F  ;  
2

3

4

32
E  
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Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. Егер: 1) фокустардың  арақашықтығы  8  тең , кіші  жарты  ӛс  b=3; 2) үлкен  

жарты  ӛс  а=6, ал  эксцентриситеті  I=0.5  болғандағы  эллипстің  канондық  

теңдеуін  жазып  кӛрсетіңдер. 

2. Координаталар  ӛстеріне  қарағанда  симметриялы  орналасқан  эллипс  М(2; 3 ) 

және  В(0;2)  нүктелерін  басып  ӛтеді. Эллипстің  теңдеуін  жазу  керек  және  М  

нүктесінен  эллипс  фокустарына  шейінгі  қашықтықтарды  табыңдар. 

3. Фокустары  Ох  ӛсінде  орналасқан  эллипс  координаталар  ӛстеріне  қарағанда  

симметриялы  орналасқан, М(-4; 21 ) нүктесін  басып  ӛтеді. Эллипс  

эксцентриситеті  
4

3
 . Эллипс  теңдеуін  жазыңдар  және  М  нүктесінің  фокустық  

радиус-векторларын  табыңдар. 

4. 182 22  óõ  эллипсінің  ӛстерінің  арасындағы  бұрышты  қақ   бӛлетін  

хордасының  ұзындығын  табыңдар. 

5. Фокустарының   ара  қашықтығы  оның  үлкен  және  кіші  жарты  ӛстерінің  

ұштарының  ара  қашықтығына  тең эллипстің  эксцентриситетін  табыңдар. 

6. Бір  тӛбесі  үлкен  жарты  ӛстің  соңғы  нүктесіне  сәйкес  келетін  эллипске  

дұрыс  үшбұрыш  іштей  сызылған. Үшбұрыштың  қалған  екі  тӛбесінің  

координаталарын  табыңдар. Нұсқау. Үшбұрыштың  бір  қабырғасының  кӛлбеу  

бұрышы   30tgk  деп  алып, хорданың  эллипспен  қиылысу  нүктесін  табу  керек. 

7. Бір  фокусынан  үлкен  ӛстің  екі  тӛбелеріне  дейін  қашықтығы  5 және  1-ге  тең  

эллипстің  ең  қарапайым  теңдеуін  жазыңдар. 

8. 422  yx  шеңбері  нүктелерінің  абсциссалары  екі  есеге  ӛсірілген. Сонда  

алынған  сызықты  анықтаңдар. 

9. Ӛз  қозғалысында  х=9 түзуіне  қарағанда  А(1;0)  нүктесіне  үш  есе  жақын  М  

нүктесінің  траекториясын  анықтаңдар. 

 

Гипербола 

 

 Фокустары  деп  аталатын  берілген  1F   және  2F   нүктелеріне  дейінгі  

қашықтықтардың  айырымы  тұрақты 2а  санына  тең  жазықтық  нүктелерінің  

геометриялық  орны  гипербола  деп  аталады(3-сурет). 

 

 
Гиперболаның  канондық  теңдеуі: 

 

    1
2

2

2

2


b

y

a

x
           (1) 
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Гипербола  координаталар  ӛстеріне  қарағанда  симметриялы  орналасқан. 

Гипербола  Ох  ӛсін )0;(1 àÀ   және  )0;(2 àÀ   нүктелерінде  қиып  ӛтеді. а параметрі  

гиперболаның  нақты, ал  b параметрі  оның  жорамал  жарты  ӛстері  деп  аталады. 
 


a

c
>1    қатынасы  гиперболаның  эксцентриситеті  деп  аталады. Гиперболаның  

М(х;у) нүктесінің  фокустарға  дейінгі  қашықтығы axr  1   және  axr  2   оның  

фокустық  радиус-векторы  деп  аталады. 

b=a болғанда  гиперболаны  тең  қабырғалы  деп  атайды, оның  теңдеуі  222 ayx   

болады. xy    түзуі  тең  қабырғалы  гиперболаның  асимптоталары. Екі  гипербола  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
  және  1

2

2

2

2


a

x

b

y
  түйіндес  гиперболалар  деп  аталады. 

Мысалы:  164 22  yx   гиперболасы  мен  оның  асимптоталарын  салыңдар. 

Шешуі:    

  164 22  yx                                         а=4;  b=2 

  1
416

22


yx

               

xx
a

b
y

2

1
  

 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. 164 22  yx  гиперболасынан  ординатасы 1-ге  тең  М  нүктесі  алынған. Осы  М  

нүктесінен  гипербола  фокустарына  дейінгі  қашықтықтарды  табыңдар. 

2. Тӛбелері  1
925

22


yx

 эллипсінің  фокустарында, ал  фокустары  оның  тӛбелерінде  

орналасқан  гипербола  теңдеуін  жазыңдар. 

3. Эксцентриситеті  )3;2(,2 àa  нүктесі   арқылы  ӛтетін  және  координаталар  

ӛстеріне  қарағанда  симметриялы  орналасқан  гиперболаның  теңдеуін  жазыңдар. 

4. 222 xay    гиперболасын  салып, оның  фокустарының  координаталарын  

тауып, асимптоталар   арасындағы  бұрышты  есептеңдер. 

5. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
  гиперболасының  фокусынан  оның  асимптоталарына  дейін  

қашықтықты  және  екі  асимптоталар  құратын  бұрышты  табыңдар. 

6. Асимптотасы  нақты  ӛсімен  1) 60 ; 2)   бұрышын  жасайтын  гипербола  

эксцентриситетін  табыңдар. 

7. Ӛз  қозғалысында  F(4;0)  нүктесіне  қарағанда  х=1  түзуіне  екі  есе  жақын  

болатын  М(х;у)  нүктесінің  траекториясын  анықтаңдар. 

8. Гиперболаның  бір  тӛбесінен  оның  фокустарына  дейінгі  қашықтығы  сәйкес  9  

және  1-ге  тең  болатын  канондық  теңдеуін  жазыңдар. 

9. Сол  жақты  фокусынан  қашықтығы  оң  жақты  фокусына  қарағанда  екі  есе  

кіші  қашықтықта  орналасқан  144169 22  yx   гипербола  нүктесін  табыңдар. 
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Парабола 

 

 Фокусы  деп  аталатын  берілген  нүктеден  директрисасы  деп аталатын  берілген  

түзуге  дейінгі  бірдей  қашықтықта  орналасқан  нүктелердің  геометриялық  орны  

парабола  деп  аталады. 

Параболаның  канондық  теңдеуінің  екі  түрі  бар: 

1) pxy 22  -парабола  Ох  ӛсіне  қарағанда  симметриялы  орналасқан (4-сурет). 

2) pyx 22  -парабола  Оу  ӛсіне  қарағанда  симметриялы  орналасқан. 

Парабола  тӛбесі  оның  симметрия  ӛсінде  орналасқан,  координаталардың  бас  

нүктесінде  жатады. 

pxy 22   парболасының  фокусы  F )0;
2

(
p

, ал  директрисасы  
2

p
x   - түзуі.  М(х;у)  

нүктесінің  фокустық  радиус-векторы: 

2

p
xr 

 
 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. F(0;2)  нүктесі  мен  у=4  түзуінен  бірдей  қашықтықта  жатқан  нүктелердің  

геометриялық  орнының  теңдеуін  жазыңдар. Бұл  сызықтың  координаталар  

ӛстерімен  қиылысу  нүктелерін   табыңдар  және  сызбасын  салыңдар. 

2. Центрі  pxy 22   параболасының  фокусында  жататын  және  парабола  

директрисасына  жанасатын  шеңбер  теңдеуін  жазыңдар. Парабола  мен  шеңбердің  

қиылысу  нүктелерін  табыңдар. 

3. Фокустық  радиус- векторы 4,5-ке  тең  xy 62   параболасының  нүктесін  

табыңдар. 

4. Координаталар  бас  нүктесінен  және  х=4  түзуінен  бірдей  қашықтықта  жатқан  

нүктелердің   геометриялық  орнын  тауып  теңдеу  құрыңдар. Алынған  қисық  

сызықтың  координаталар  ӛстерімен  қиылысу  нүктелерін  тауып  сызбасын  

салыңдар. 

5. А(0;-2)  нүктесінен  xy 82    параболасына  жүргізілген  жанамалардың  

теңдеулерін  жазыңдар. 

 

 Полярлық  координаталар 

 

Жазықтықта  полярлық  координаталардың  О-полюс  нүктесі  және  ОР-полярлық  

ӛсі  берілсін. Сонда  жазықтықтағы  М  нүктесі: 

1) Полярлық  бұрыш MOP   және 

2) Радиус-вектор  r= OM  арқылы  анықталады. 

Егер  полюс  О-ны  координаталар  бас  нүктесі, ал  полярлық  ӛсті – Ох  ӛсі  деп  

алсақ, онда  М  нүктесінің  декарттық  координаталары  (х;у)  және  полярлық  

координаталары  ( ;r)  мына  байланыста  болады(7-сурет): 

 

                                   sin,cos ryrx   ;             (1) 

                          x

y
tyxr  ;22                (2) 



 21 

Егер  эллипстің,  гиперболаның  және  параболаның  фокусын  полюс  деп,  ал  

фокустық  симметрия   ӛсін  полярлық   ӛс  деп  алсақ, онда  үш  сызықтың  

полярлық  координаталар  жүйесіндегі  теңдеулері  мына  жалпы  теңдеу  арқылы  

ӛрнектеледі: 

                                  


cos1

p
r                              (3) 

мұндағы   - эксцентриситет, ал  р- параметр; эллипс пен  гипербола  үшін                        

a

b
p

2

 . 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. Полярлық координаталар  жүйесінде  ( r; ) мына  нүктелерді  салыңдар: А(0;3); 

В( 2;
4


); С( 3;

2


); D( 2; ); Е( 3;

2

3
). 

2. Мына  нүктелерді  салыңдар: А( 2;
2



); В( 3;

2


 ); С( 4;

4



); D( 3;

3

2



); 

3. Полярлық  координаталар  жүйесінде: 1) полярлық  ӛске  перпендикуляр, 

полярлық  ӛстен  а  кесіндісін  қиятын; 2) полярлық  ӛске  параллель, А( à; ) 

нүктесін  басып  ӛтетін  түзулер  теңдеулерін  жазыңдар. 

4. А( à; ) нүктесін   басып  ӛтетін  және  полярлық  ӛспен     бұрышын  жасайтын  

түзу  теңдеуін  полярлық  координаталар  жүйесінде  жазыңдар. 

Полярлық  координаталар  жүйесінде  центрі С(0;а)  нүктесінде  жатқан  және  

радиусы  а-ға  тең  шеңбер  теңдеуін  жазыңдар. 

 

 

3. КЕҢІСТІКТЕГІ АНАЛИТИКАЛЫҚ ГЕОМЕТРИЯ 

 Жазықтық теңдеуі 

 

.1 Кеңістіктегі ),,( 1111 zyxÌ  нүктесінен ӛтетін және ),,( CBAN  векторына 

перпендикуляр жазықтық теңдеуі. 

       ),,( zyxM жазықтықтың кез-келген нүктесі дейік(12-сурет). 

 

 
.2 Жазықтықтың жалпы теңдеуі: 

 

                                  0 DCzByAx           (2) 

 



 22 

);;( CBÀN  векторы берілген жазықтықтың нормальдық  векторы болады. 

 0.3  DCzByAx  жазықтығының  кейбір ерекше жағдайлары. 

 

                                              0 DCzByAx : 

1) ;0;0  CzByAxD  жазықтық координаталардың бас нүктесінен ӛтеді. 

2)  0;0 DByAxÑ жазықтық  Oz  ӛсіне параллель. 

3)  0;0 ByAxDC жазықтық  Оz  ӛсі арқылы ӛтеді. 

4)  0;0 DAxCB жазықтық  yoz  жазықтығына параллель. 

5) Координаталық  жазықтықтар  теңдеулері: 
.0;0;0  zyx  

 .4  Координата   ӛстерінен   кесінділер   қиатын  жазықтық: 

 

                                            .1
c

z

b

y

a

x
          (3) 

1-мысал: )3;1;0(1 M    және  )5;3;1(2M   нүктелері  берілген. 1M   нүктесінен  ӛтетін  

және  21MMN    векторына  перпендикуляр  жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. 

Шешуі:  )3;1;0(1 M    және  )5;3;1(2M  

 2;4;121  MMN  

0)3(2)1(4)0(1  zóõ  

0224  zyx  

                                     

Ӛз  бетінше шығаратын есептер: 

1.Мына  жазықтықтарды  салыңдар: 

1) 010325  Dzyx ; 

2) 023  zyx ; 

3) 623  zx ; 

4) .072 z  

2.  012632  zyx   жазықтығын салыңдар; жазықтыққа жүргізілген нормалдің 

координаталар  ӛстерімен  жасайтын  бұрыштарын  табыңдар. 

3. );
2

;( a
a

aA  және  )0;
2

;0(
a

B  нүктелерінен бірдей  қашықтықта  жатқан  нүктелердің  

геометриялық  орнын  табыңдар. 

4. Ох  ӛсіне  параллель  және  )5;4;2(),3;1;0( 21 MM  нүктелері арқылы  ӛтетін жазықтық  

теңдеуін жазып, суретін салыңдар. 

5. Ох  ӛсі  және  )3;2;0(1 Ì  нүктесі  арқылы  ӛтетін  жазықтық   теңдеуін   жазыңдар. 

Жазықтық  суретін  салыңдар. 

6.Оz  ӛсі  және )3;4;2(1 Ì  нүктесі  арқылы  ӛтетін  жазықтық  теңдеуін  жазып,  сол  

жазықтықты  салыңдар. 

7. Оу ӛсіне параллель,  Ох,Oz  ӛстерінен  сәйкес   а   және   с  кесінділерін  қиатын  

жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. Осы  жазықтықты  салыңдар. 

8. М(2;-1;3)  нүктесі  арқылы  ӛтетін  және  координаталар  ӛсінен  тең  кесінділер  

қиатын  жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. 

9. ОМ  кесіндісіне  перпендикуляр  М(-1;2;3) нүктесін  басып  ӛтетін жазықтық  

теңдеуін  жазыңдар. 
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10. Оу  ӛсі  және  (4;0;3)  нүктесі  арқылы  ӛтетін  жазықтық  теңдеуін  жазып, 

чертежін  салыңдар. 

 

Жазықтыққа  берілген  негізгі  есептер 

 

.1  Екі  жазықтық  қиылысынан  құралған  бұрыш. 

                        

,cos
2

1

2

1

2

1

222

111

1

1

CBACBA

CCBBAA

NN

NN




        (1) 

 

Мұндағы  N  және  1N  сәйкес  0 DCzByAx   және  01111  DzCyBxA  

жазықтықтарына  түсірілген  нормальдар. 

Екі  жазықтықтың  параллелдік белгісі: 

 

                                             
111 C

C

B

B

A

A
                      (2) 

 

Екі  жазықтықтың  перпендикулярлық  белгісі : 

 

                                            .0111  CCBBAA           (3) 

 

);;(.2 0000 zyxM   нүктесінің   0 DCzByAx   жазықтығына  дейінгі  қашықтығы: 

                                           .
222

000

CBA

DCzByAx
d




        (4) 

 

.3  Екі  жазықтықтың  қиылысу  түзуінен  ӛтетін  шоқ  жазықтықтар  теңдеуі: 

 

                   ,0)()( 1111  DzCyBxADCzByAx      (5) 

 

мұндағы  1   және  0   деп  алуға  болады. 

1-мысал: 0322,0932  zyxzyx  және  0643  zyx  жазықтықтарының  

қиылысу  нүктесін  табыңдар. 

 

Шешуі:   














643

322

932

zyx

zyx

zyx

      














643

932

322

zyx

zyx

zyx

 

 

 




















6

9

3

413

312

221

 ~  




















15

3

3

1050

150

221

 ~ 
















 3

3

3

150

210

221

  ~
















18

3

3

900

210

221

 ~     
















2

3

3

100

210

221

                   

 

     














2

32

322

z

zy

zóõ

             

2

1

1







z

ó

õ
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Үш  түзудің  қиылысу  нүктесінің  координатасы  (1;-1;2)                                                                                                                                                                                    

                              

Ӛз  бетінше  шығаратын  есептер. 

1. 032  zyx   жазықтығына  параллель  (2;2;-2)  нүктесін  басып  ӛтетін  

жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. 

2. (-1;-1;2)  нүктесі  арқылы  ӛтетін  және  042  zyx ; 0422  zyx  

жазықтықтарына  перпендикуляр  жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. 

3. )2;1;2(),2;1;1( 21 MM   және  )4;1;1(3M  нүктелері  арқылы  ӛтетін  жазықтық  теңдеуін  

жазыңдар. 

4. 052  zyx   жазықтығымен 60   бұрыш  жасайтын  және Оz  ӛсі арқылы  

ӛтетін  жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. 

5. (5;1;-1)  нүктесінен  0422  zyx  жазықтығына  дейінгі  қашықтықты  

табыңдар. 

6. 032,0632  zyxzyx  жазықтықтарының  қиылысу  сызығы  және  (1;2;4) 

нүктесі  арқылы   ӛтетін  жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. 

7. )0;;0(),0;0;( 21 aMaM  және );;(3 aaaM  нүктелерін  басып  ӛтетін   жазықтық  пен  

координаталар  бас  нүктесінің  ара  қашықтығын табыңдар. 

8. Ох ӛсі  арқылы  ӛтетін  және xy   жазықтығымен 60  бұрыш  жасайтын 

жазықтық  теңдеуін  жазыңдар. 

9. 0822  zyx  жазықтығына  параллель  және  одан  4d  тең  қашықтықта  

жатқан  жазықтықтар теңдеулерін  жазыңдар. 

 

Тҥзу  теңдеулері 

 

1. );;( pnmP  векторына  параллель );;( cbaA  нүктесі  арқылы  ӛтетін  түзу теңдеуі. 

);;( zyxM  түзудің кез келген  нүктесі дейік (13-сурет), сонда PAM   және  екі  

вектордың  параллельдік  шарты  бойынша 

                                                      p

cz

n

by

m

ax 






         (1) 

 

                
(1)-теңдеу  түзудің  канондық  теңдеуі  деп  аталады. );;( pnmP  векторы  түзудің 

бағыттауыш  векторы  деп  аталады. 

2. Түзудің  параметр  арқылы  берілген  теңдеуін  (1)-  қатынасты t  параметріне  

теңестіріп  шығарып  аламыз. 

 

                                    cptzbntyamtx  ;;         (2) 
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 3.Берілген  екі  нүкте  );;( 1111 zyxM  және  );;( 2222 zyxM  арқылы  ӛтетін  түзу  теңдеуін  

былай  жазамыз:               

                                      
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














       (3) 

 

 4.  Түзудің  жалпы  теңдеуі  берілген  екі  жазықтықтың  қиылысу  сызығы  арқылы  

ӛрнектеледі: 

                               00 1111  DzCyBxADCzByAx         (4) 

 

1-мысал. 1)  (-2;1;-1) нүктесін  басып  ӛтетін  және  )3;2;1( Ð  векторына  параллель  

түзудің  параметрлік  теңдеуін жазыңдар. 

2) А(3;-1;4)  және  В(1;1;2)  нүктелері  арқылы  ӛтетін  түзудің  параметрлік  теңдеуін  

жазыңдар. 

Шешуі:   
3

1

2

1

1

2 







 zóõ
 

 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1.А(-1;2;3) және  В(2;6;-2)  нүктелері  арқылы  ӛтетін түзу   теңдеуін  жазып, оның  

бағыттауыш  косинустарын  табыңдар. 

2. А(2;-1;3) және В(2;3;3) нүктелерін  басып  ӛтетін  түзу  теңдеуін  жазып, оның  

бағыттауыш  косинустарын  табыңдар. 

3. );;( ñâà  нүктесі  арқылы ӛтіп: 1) Оz ӛсіне  параллель; 2)Оz ӛсіне  перпендикуляр 

түзулердің  теңдеулерін  жазыңдар. 

4.  (-4;3;0)  нүктесі  арқылы  ӛтіп 02,42  zyxzyx  түзуіне  параллель  түзу  

теңдеуін  жазыңдар. 

 

Тҥзу  мен  жазықтық 

 

.1   
p

cz

n

by

m

ax 






 түзуі  мен  0 DCzByAx  жазықтығы  арасындағы  бұрыш: 

                                           
PN

CpBnAm

PN

PN









sin            (1) 

 

формуласы   арқылы  есептеледі. 

Түзу  мен  жазықтық арасындағы  параллелдік  белгі )( PN : 

                                              0 pCnBmA            (2) 

 

Перпендикулярлвқ  белгі  )( PN  : 

 

                                                    p

C

n

B

m

A
                 (3) 

1-мысал: 
2

2

2

1

1

1 





 zyx
  түзуі  арқылы  ӛтіп және 432  zyx  жазықтығына  

перпендикуляр  болатын  жазықтық  теңдеуін  табыңдар. 
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Шешуі:   Берілген  түзудің  бағыттаушы  векторы   2;2;1à   векторы  мен  берілген  

жазықтықтың  нормаль  векторы   1;3;2 N   векторларының  векторлық  

кӛбейтіндісі  іздеп  отырған  жазықтықтың  нормаль  векторы  болады  және  бұл  

жазықтық  та  берілген  түзу  ӛтетін  (1;-1;-2)  нүктесінен  ӛтеді.  

 

kjiijkkji

kji

Nà 



 5864342

132

221    

Сонда  жазықтықтың  теңдеуі:  

                          -8(х-1)+5(у+1)-(z+2)=0                                  8x-5y+z-11=0 

 

 

Ӛз  бетінше  шығаратын  есептер: 

1. 232;13  xzxy   түзуі  мен  042  zyx   жазықтығы  арасындағы  бұрышты  

тап. 

2. 
3

3

1

1

2

1 







 zyx
  түзуі  мен  02  zyx   жазықтығы  параллель  екенін  

кӛрсетіңдер. 

3. (-1;2;-3) нүктесі  арқылы  ӛтіп, 1;2  zyx   түзуіне  перпендикуляр  болатын  

жазықтық  теңдеуін  табыңдар. 

4. 
3

1

2

3

1

2 





 zyx
  түзуі  мен (3,4;0)  нүктесі  арқылы  ӛтетін  жазықтық теңдеуін  

жазыңдар. 

 

Сфералық  және  цилиндрлік  беттер 

 

.1  Центрі  );;( cbaÑ  нүктесінде  жатқан  және  радиусы  R-ге тең  сфералық  беттің  

теңдеуі: 

                                        
2222 )()()( Rczbyax           (1) 

 

.2  Құрамында  z белгісізі  жоқ  0);( yxF  теңдеуі  жасаушы Oz  ӛсіне параллель  

цилиндрлік  бетті  анықтайды. Осылайша, 1) 0);( zyF  және 2) 0);( zxF  

1) Ох; 2) Оу ӛстеріне  параллель  цилиндрлік  беттерді  анықтайды. 

 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1)Сфераның  центрі  мен  радиусын  табыңдар: 

1) ;0453222  zyxzyx  

2) .2222 azzyx   

 

Эллипсоид,  гиперболоидтар, параболоидтар 

 

.1  Канондық  теңдеулер. 

I. Эллипсоид: 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
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II.Гиперболоидтар: 














åê³êóûñòû
c

z

b

y

a

x

á³ðêóûñòû
c

z

b

y

a

x

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

 
 

III.Екінші  ретті  конус: .0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x

 
 

IV.Параболоидтар:

















z
q

y

p

x

z
q

y

p

x

2

2

22

22

 
 

Ӛз  бетінше  шығарылатын  есептер. 

1. 0;1
2

2

2

2

 y
c

z

a

x
 эллипсінің  Оz  ӛсінен  айналдырғандағы   шыққан  беттің  

теңдеуін  жазыңдар. 

2. 1
2549

222


zyx

  бетін  салыңдар  және  оның  1) 3z ; 2) 1y  жазықтықтармен  

қимасының  аудандарын  табыңдар. 

3. 4)1 222  zyx ; 04)2 222  zyx  беттерін  салыңдар. 

4. 1
36416

222


zyx

 бетін  салыңдар  және  оның (4;1;-3) нүктесі  арқылы  ӛтетін  

жасаушыларын  табыңдар. 
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