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Кіріспе  

 

Қазіргі ғылым мен техникада математикалық зерттеулер, модельдер,  

жобалар ӛте ҥлкен роль атқарады. Ол қазіргі ақпараттар жҥйесінің дамуына тікелей 

байланысты, демек математикалық нақты сандар шешімін табуға табысты қолдану 

мҥмкіншілігін кеңейтеді. 

 Математика фундаменталды пән, одан дәріс беру тӛменгі жағдайды қарастырады: 

а) ойдың логикалық және алгоритмдік дамуын; 
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ә)негізгі зерттеу әдістерін меңгеру және математикалық есептердің шешімдерін таба 

білу; 

б) математикалық негізгі сандық әдістерін меңгеру және оны компьютерде орындау; 

в) математикалық білімді ӛз бетінше ҧғып алуға еңбектену, қолданбалы инженерлік және 

экономикалық есептерге талдау жҥргізу. 

 Математиканың жалпы курсы дәстҥрлі мамандар ҥшін оқу жоспары бойынша 

арнайы және жалпы техникалық пәндерді табысты оқытуға маңызды мәні бар инжерлер 

білімдерінің математикалық фундаментін қалайды. 

 «Жоғары математика курсы» оқулығы, «Математика», «Жоғары математика»  

пәндерінің бағдарламасына сәйкес кредиттік жҥйеге лайықты етіліп жазылған.  

 Мҧнда аналитикалық геометрия және векторлық алгебра, бір айнымалы 

функциялар, оларды дифференциалдау және интегралдау, кӛп айнымалы функциялар, 

оларды дифференциалдау және интегралдау, дифференциалдық теңдеулер, қатарлар 

және ықтималдықтар теориясы мен математикалық статистика тақырыптары бойынша 

теориялық материалдар, сонымен қатар оларды толықтырып, таңдап алынған ҥлгі-

мысалдар шешімдерімен берілген.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.Анықтауыштар 

1.1 Екінші және үшінші ретті анықтауыштар 

1.1-анықтама. Екінші ретті анықтауыш деп 21122211 àààà   санын айтады, ол мына 

таңбамен белгіленеді 

 

                                        Δ ,
21122211

2221

1211
аааа

аа

аа
                                 (1.1) 

 

мҧндағы )2,1,2,1(  jiaij  сандары – екінші ретті анықтауыш элементтері. 

Анықтауыштың, мысалға, 21а  элементі “ а  екі бір” деп оқылады. Екінші ретті анықтауыш 

екі жатық және екі тік жолдардан тҧрады, jiа  анықтауыш элементінің бірінші i  индексі 
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жатық жолының нӛмірін, ал екінші j  индексі тік жолының нӛмірін анықтайды. 

Анықтауыштың жоғарғы сол элементі )( 11а  мен тӛменгі оң элементі  )( 22а  осы 

анықтауыштың негізгі диагоналын, ал жоғарғы оң элементі )( 12а  мен тӛменгі сол 

элементі )( 21а  қосалқы диагоналын білдіреді. 

          Екінші ретті анықтауышты есептеу ҥшін оның негізгі диагональ элементтерінің 

кӛбейтіндісінен ( 2211 аа  ) қосалқы диагональ элементтерінің кӛбейтіндісін )( 1221 аа   

шегеру жеткілікті ((1.1) - формуласымен есептеледі).     

           1.2-анықтама. Ҥшінші ретті анықтауыш деп 

 

           Δ  312213322113312312332211

333231

232221

131211

аааааааааааа

ааа

ааа

ааа

 

332112322311 аааааа                                                                                         (1.2) 

 

санын айтады, мҧндағы )3,1,3,1(  jia ji  анықтауыш элементтері, i  жатық, ал j  тік 

жолдарының нӛмірін анықтайды. Ҥшінші ретті анықтауыш ҥш жатық және ҥш тік 

жолдардан тҧрады, 332211 ,, ааа  - анықтауыштың негізгі диагоналының элементтері. 

          Ҥшінші ретті анықтауыштың мәні ҥшбҧрыштар немесе Саррюс ережесі деп 

аталатын сҧлба бойынша бірінші ҥш қосылғыш “+” таңбасымен, ал екінші ҥш қосылғыш  

“-”  таңбасымен алынып, былай есептелінеді: 

 

          
Ҥшінші ретті анықтауыштың есептелуіндегі әр қосылғыш (алты қосылғыш бар) ҥш 

кӛбейткіштен, әр кӛбейткіш осы анықтауыштың жатық немесе тік жолдарының тек бір 

ғана элементінен анықталған. 

          Тӛртінші және одан да жоғарғы ретті анықтауыштарды есептеу ҥшін 

анықтауыштың қасиеттерін білу қажет. 

 

1.2  n- ші ретті анықтауыш және оның қасиеттері 

           1.3-анықтама. n- ші ретті анықтауыш деп  
 

 Δ  
 

njnjj

jjj

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

k ...)1(

...

...............

...

...

21

21

21

...

21

22221

11211

                     (1.3) 

 

қосындыны айтады, мҧндағы қосу белгісі 1,2,3,…, n сандарынан анықталған барлық 

алмастырулар бойынша алынған (барлық алмастыру саны n!- ға тең), ),1,,1( njniа ji   

анықтауыштың элементтері және ол i - жатық пен j - тік жолдарының қиылысуында 

орналасқан. n-ші ретті анықтауыш n жатық және n тік жолдардан тҧрады, бірінші i  

индексі жатық жолдың, ал екінші j  индексі тік жолдың нӛмірін кӛрсетеді. Барлық 
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элемент саны 2n -қа тең, ал оның 
2

!n
 қосылғышының (мҥшесінің) таңбасы плюс, қалғаны 

минус таңбасымен алынған, яғни плюс пен минус таңбасымен алынған қосылғыштардың 

саны тең. Әр қосылғыш осы анықтауыштың n элементінің кӛбейтіндісінен, ал әр 

кӛбейткіш анықтауыштың жатық және тік жолдарының тек бір ғана элементінен 

анықталады. 

          Екінші ретті анықтауыштың қасиеттері кез келген анықтауыштарға да орындалады, 

сондықтан біз оның қасиеттерін тек екінші ретті анықтауыш ҥшін дәлелдейік. 

          1-қасиет. Анықтауыштың жатық (тік) жолдарын оның сәйкес тік (жатық) 

жолдарымен орын алмастырсақ (транспонирлесек), онда оның мәні ӛзгермейді: 

                                     
2

2212

2111

2221

1211

1 
аа

аа

аа

аа
. 

 

           Дәлелдеуі: 1  анықтауышында бірінші жатық жолын бірінші тік жолымен орын 

алмастырайық, сонда 2  анықтауышын аламыз. Осы анықтауыштарды тікелей есептеу 

арқылы олардың ӛзара тең екендігіне оңай кӛз жеткізуге болады. 

           2-қасиет. Анықтауыштың екі тік (жатық) жолдарының сәйкес элементтерінің 

орнын алмастырсақ, онда оның тек таңбасы қарама- қарсы таңбаға ӛзгереді. 

                             2

2122

1112

2221

1211

1 
аа

аа

аа

аа
. 

 

           Дәлелдеуі. Шынында 

 

              122112112

2122

1112

2211222111 ,  аааа
аа

аа
аааа . 

 

           3-қасиет. Анықтауыштың бір тік (жатық) жолының барлық элементтерін k  

санына кӛбейтсек, онда анықтауыш мәні k  есе артады. 

 

                                   k
аа

аа
k

kаа

аkа

2221

1211

2221

1211

1 . 

           

             Дәлелдеуі.      kaaaakakaaka 2212221122122211 . 

           1–салдар. Анықтауыштың тік (жатық) жолының әр элементіндегі ортақ 

кӛбейткішті анықтауыш таңбасының алдына шығаруға болады. 

           2-салдар. Анықтауыштың екі тік (жатық) жолының сәйкес элементтері 

пропорционал болса, онда ол нӛлге тең болады. 

           4-қасиет. Анықтауыштың k -ші жатық (тік) жолының элементтері екі 

қосылғыштан тҧрса, яғни kjcвa jkjkjk ,1,  , онда ол анықтауыш мәні екі 

анықтауыштың мәндерінің қосындысына тең болады. 

 

                             1

2221

1211

2221

1211

222221

121211

2 





ва

ва

аа

аа

bаа

bаа
. 

 

           Дәлелдеуі. Шынында  
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21122211

2221

1211

121122211

2221

1211
, abba

bà

bà
aaaa

àà

àà
 . 

        121122211211222112112122222112  abbaaaaaababaa . 

 

           3-салдар. Анықтауыштың кез-келген тік (жатық) жолының барлық элементтерін k  

санына кӛбейтіп, екінші бір тік (жатық) жолының сәйкес элементтеріне коссақ, онда 

оның мәні ӛзгермейді. 

 

                     
222221

121211

2221

1211

aaka

aakа

аа

аа




 . 

 

          Дәлелдеуі:   21122211 aaaa  , 

               

.)(

)()()(

2112221122122212

21122211222112221211

222221

121211








aaaaaaaak

aaaaakaaaaka
aaka

aaka

 

 

1.3 Минор және алгебралық толықтауыштар 

           1.4-анықтама. n-ші ретті анықтауыштың jiа  элементінің jiM  миноры деп, осы 

анықтауыштың i -ші жатық, j -ші тік жолдарынсыз алынған (n-1)-ші ретті анықтауышты 

айтады, яғни 
 

                           

nnjnjnn

nijjjii

nijijii

njj

ji

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

M

......,

..................

......

......

..................

......

1,1,1

,11,11,11,1

,11,11,11,1

11,11,111










. 

 

           1.5-анықтама. Анықтауыштың jiа  элементінің jiА  алгебралық толықтауышы деп, 
ji )1(  таңбасымен алынған осы элементтің минорын айтады, яғни 

                                         
ji

ji

ji MА  )1( . 

                                          

           1.1-теорема. Егер Δ анықтауышының j -ші тік (жатық) жолының jiа  элементінен 

ӛзге барлық элементтері нӛлге тең болса, онда Δ анықтауыштың мәні jiа  элементі мен 

оның jiА  алгебралық толықтауышының кӛбейтіндісіне тең болады. 

                          jiji

ji

jiji MaaA  )1( . 

 

           Дәлелдеуі. Ҥшінші ретті анықтауыш ҥшін 
 

   .)1()(

0

0 1111

11

11113223332211322311332211

3332

2322

131211

МаМаааааааааааа

аа

аа

ааа
  
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Теорема дәлелденді. 

           1.2-теорема (анықтауышты тік немесе жатық жолдары арқылы жіктеу). 

          Анықтауыштың кез-келген тік (жатық) жолдарының элементтері мен оның 

алгебралық толықтауыштарының кӛбейтінділерінің қосындысы осы анықтауыштың 

мәніне тең болады. 

 

                .),1,(,1,
1 1

 
 


т

i

m

j
jijijiji niAanjAa  

 

           Дәлелдеуі. Ҥшінші ретті анықтауышты бірінші тік жолы арқылы жіктейік, сонда 

                           313121211111

333231

232221

131211

АаАаАа

ааа

ааа

ааа

 . 

 

Осы теңдікті дәлелдейік 

 

.)1()1()1(

)()()(

31312121111131

13

3121

12

2111

11

11

221323123132133312213223332211

332112322311312213312312322113332211

АаАаАаМаМаМа

ааааааааааааааа

аааааааааааааааааа









 

 

Теорема дәлелденді. 

 

1-мысал.  
52

34




  анықтауышын есептеу керек. 

Шешуі.        .142354
52

34





 

 

2-мысал.  

613

524

312







  анықтауышын есептеу керек. 

Шешуі. Саррюс ережесі бойынша, яғни (1.2) формуланы пайдалансақ, онда 

   .23)6(4)1(1)5(2)3(23)3()5()1(143)6(22

613

524

312









 

 

3-мысал.  

613

524

312







  анықтауышын екінші баған элементтері арқылы жіктеп есептеу 

керек. 

Шешуі. 
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.23
54

32
)1(

63

32
)1(2

63

54
)1(

12)1(

613

524

312

232221

232221























ÀÀÀ

 

 

4-мысал. 

412

115

321



 анықтауышының 21à элементінің   минорын есептеу керек. Шешуі.           

.1138
41

32
,5 2121 


 Ma  

 

2. Векторлық алгебра элементтері  

2.1 Негізгі ұғымдар 

           Кез келген сандар математикада, физикада, механикада және т.б. қолданбалы 

мамандықтарда екі тҥрлі шамамен сипатталады. Оң немесе теріс санмен толық 

сипатталатын шамаларды скаляр шамалар деп, ал сандық мәнімен қоса бағытын да білу 

қажет шамаларды векторлық шамалар деп атайды. Мысалы, ҥдеу, жылдамдық, кҥш–

векторлық шамалар болып табылады. 

           2.1-анықтама. Вектор деп бағытталған кесіндіні айтады. 

     Берілген вектор ҥлкен екі латын әріпімен немесе кіші бір латын әріптерімен 

белгіленеді. Мысалы,  АВ  - вектор,  А  нҥктесі осы вектордың бастапқы нҥктесі, ал В - 

соңғы нҥктесі, вектордың бағыты А  нҥктеден В  нҥктеге бағытталған. 

                 В                                         Берілген АВ  векторының ҧзындығы: 

             А             а

                                  АВ   немесе  а


  деп белгіленеді. 

                     2.1 Сурет 

 

АА 0


 - нӛлдік вектор.   1е


 болса, онда е


- бірлік вектор. 

     Ҥш ӛлшемді 3R  кеңістігінде декарттық координат жҥйесі енгізілсін. 

),,(,),,( 222111 zyxBzухА  - нҥктелері берілсе, онда  

АВ  121212 ;; zzyyхх    немесе  kzzjyyixxАВ


)()()( 121212  ;  
2

12

2

12

2

12 )()()( zzyyxxАВ  - вектор ҧзындығы. 

 zyxzyх aaakajaiаа ,,


  векторының ҧзындығы  
222

zyx aaaa 


, 

а

а
е 



  болса,  ее


,1  - бірлік вектор,  а


// еае


,  - бағыттас векторлар. 

а

  векторының координата ӛстерімен жасайтын бҧрыштары  ,,  болсын 

),^(),,^(),,^( OZаОУаОХа


  . 

a


 cos,cos,cos   векторының бағыттаушы косинустары деп аталады. 

,cos,cos,cos
a

a

a

a

a

a zyx
     сонда    cos,cos,cos aaaaaa zyx


 . 

1coscoscos 222     теңдігі орындалады. 

 5-мысал.  4;3:3 a


 векторының модулін және бағыттауыш косинустарын табу керек. 
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Шешуі.     341699 a


;
34

4
cos;

34

3
cos;

34

3
cos   . 

           2.2-анықтама. Егер векторлар бір тҥзудің бойында немесе параллель тҥзулердің 

бойында жатса, онда мҧндай векторлар коллинеар векторлар деп аталады. 

           2.3-анықтама. Коллинеар, бағыттас және модульдері бірдей векторларды тең 

векторлар дейді. 

           2.4-анықтама. а

 векторына параллель, модулі тең, бірақ бағыты қарама-қарсы 

вектор қарама-қарсы бағытталған вектор деп аталады. а


 және а


  -қарама-қарсы 

векторлар. 

           2.5-анықтама. Параллель жазықтықтардың немесе бір жазықтықтың бойында 

жатқан векторларды компланар векторлар дейді. 

 

 2.2  Векторларға амалдар қолдану 

      Коллинеар емес  а

  мен  в


  векторлары берілсін: 

а) векторларды қосу. 

           2.6-анықтама. Берілген а

 мен в


 векторлардың қосындысы деп бас нҥктесі а


 

векторының бас нҥктесімен ҥйлесетін, ал соңғы нҥктесі в


 векторының соңғы нҥктесімен 

ҥйлесетін  вас


   векторын айтады: 

           1) ҥшбҧрыш ережесі; 

                  в


                     

а
                                   

         вас


                       

        2.2 Сурет 

           2) параллелограмм ережесі; 

вектор ҧзындығы косинустар теоремасы бойынша есептеледі:  

cos2
22

вавас


 , ал бағыты синустар теоремасы бойынша есептелінеді: 

                                                                                                                                         

                         а

                        в


                                                                                                                                                                                                     

                             вас


                                
 sinsinsin

cва


 . 

       

 

                              2.3 Сурет 

           3) kвjвiввkajаiаа zухzух


 ,   векторлары берілсін. 

Векторларды қосқанда сәйкес координаталары қосылады 

kваjваiвава zzуухх


)()()(  ; 

 ә) векторлардың айырымы. 

           2.7-анықтама. а

 мен в


 векторларының айырымы деп бастапқы нҥктесі в


 

векторының соңғы нҥктесімен ҥйлесетін, ал соңғы нҥктесі а


 векторының соңғы 

нҥктесімен ҥйлесетін вас


  векторын айтады. 

                          а

    А                                Векторлардың айырымын қосу амалын  

                                  вa


                          пайдаланып та табуға болады 

                   О          

                        в


      В                                              )( вава


 ;    

                   2.4 Сурет. 

б) векторды санға көбейту. 
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            2.8-анықтама. Берілген а

 векторын скаляр   санына кӛбейту деп мына ҥш 

шартты қанағаттандыратын  ав


   векторын айтады:  

1) ав


 ; 

2) а

 мен в


 векторлары коллинеар; 

3) егер 0  болса, онда a

 мен в


 векторлары бағыттас, ал 0  болса, онда олардың 

бағыттары қарама-қарсы бағыттас болады.  

 

2.3 Векторлардың сызықты тәуелділігі 

           2.9-анықтама. Берілген mааа


,...,, 21  векторларының сызықты комбинациясы деп 

mmaаа


  ...2211  ӛрнегін айтады, мҧндағы m ,...,, 21  - кез келген нақты сандар. 

           2.10-анықтама. Берілген maaa


,...,, 21  векторлары ҥшін кемінде біреуі нӛлге тең емес 

m ,...,, 21  сандары табылып, олардың сызықты комбинациясы нӛлге тең болса, онда бҧл 

векторлар сызықты тәуелді деп, қарсы жағдайда сызықты тәуелсіз деп аталады. 

           2.11-анықтама. Егер в


 векторы mааа


,...,, 21  векторларының сызықты 

комбинациясы арқылы ӛрнектелсе, онда в


 векторы тааа


...,,, 21  векторлары арқылы 

жіктелінеді дейді.  

          Егер тааа


,...,, 21  векторларының бірі қалған векторлар арқылы жіктелсе, онда 

тааа


,...,, 21  векторлары сызықты тәуелді векторлар деп аталады. 

 

2.4 Базис 

           2.12-анықтама. Тҥзу бойындағы базис деп осы тҥзу бойындағы кез келген нӛл 

емес векторды айтады. 

           2.13-анықтама. Жазықтықтағы базис деп осы жазықтықтың кез келген коллинеар 

емес екі векторын айтады. 

         Жазықтықтағы кез келген с


 векторы ҥшін   мен   нақты сандары табылып, 

вас


   теңдігі орындалса, онда с


 векторы ва


,  базисінде жіктелінген деп аталады. 

           2.14-анықтама. Кеңістікте компланар емес (сызықты тәуелсіз) сва


,,  векторлары 

базис қҧрайды. 

           Кез келген d


 векторы осы векторлардың сызықты комбинациясы болса, яғни 

 ,,  нақты сандары табылып, свad


   теңдігі орындалса, онда d


 векторы сва


,,  

базисінде жіктеледі дейді. 

 

2.5 Вектордың өске проекциясы  

           Бізге кеңістікте бағытталған l  ӛсі, BAAB ,  векторлары берілсін. 

                                                          А  

        А             В              В  
      

 

    А
~

 АВпре  В
~

              АBAпрВ е


~~
                               l  

.,0cos

.,0cos

BAlондаBABAпр

ABlондаABАВпр

e

е








 

 zyx aaaa ,,


 векторы ҥшін   .,  , aпраапраапрa ozzоууохx


  
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Проекцияның негізгі қасиеттері: 

а) ),^(,cos ABeАВАВпре   ; 

ә) векторды параллель кӛшіргеннен проекциясы ӛзгермейді; 

б) 0anpe


     al


 ; 

в) қосынды проекциясы    впрапрвanp ееe


 )( ; 

г) .апрапр ее


   

 

2.6 Векторлардың скаляр көбейтіндісі 

           2.15-анықтама. Екі а

 мен в


 векторларының скаляр кӛбейтіндісі деп осы 

векторлардың ҧзындықтары мен арасындағы бҧрышының косинусының кӛбейтіндісіне 

тең скаляр шаманы айтады.    .),^(cos),( вaвавава


   

впрвaвапрвaa ав


  ),^cos(,),^cos(  формулаларын пайдаланып скаляр кӛбейтіндіні 

мына тҥрде жазады   впраапрвва ав


  . 

 Егер ,kajaiаа zyх


  kвjвiвв zyх


  берілсе, онда  .zzуухх вававава 


 

Скаляр кӛбейтіндінің кейбір қасиеттері:  

            а) орын ауымтырымдылық заңы:    ;,, abba


   

            ә) терімділік заңы:      ;,,, bababa


    

            б) ҥлестірімділік заңы:      ;,,, cbcacba


   

            в)   0,
2
 aaa


, егер 0


a (скаляр квадрат деп аталады); 

                      г)   0, ba


 - болса, онда екі вектордың біреуі нӛлдік вектор, немесе олардың 

арасындағы бҧрыш – тік, яғни ӛзара перпендикуляр. 

                      Скаляр кӛбейтіндіні физикалық тҧрғыдан қарастырайық. 

 Айталық, материалдық нҥктені F


 кҥші әсерінен S


 жолға жылжыту кезіндегі 

істелетін жҧмыс мӛлшерін табайық. Ол ҥшін берілген  F


 және S


 векторларының скаляр 

кӛбейтіндісін тапсақ жеткілікті,   cos, SFSF


 ,  

мҧндағы   - F


 және S


 векторларының арасындағы бҧрыш. 

Скалярлық кӛбейтіндінің координаттық тҥрін пайдаланып, олардың арасындағы 

бҧрыштың косинусын мына формула бойынша табамыз: 

                
222222

cos

zâââààà

âàâàâà








  

  àààa ,,


 векторының модулі:  222

  àààa


 

  Сонымен екі вектордың перпендикулярлық шарты: 
                                 0  âàâàâà  

6-мысал.  à

  және  â


  векторларының скаляр кӛбейтіндісін табу керек. 

à

= {1, -5, 12}, â


= {1, 5, 2}. 

Шешуі. âà

= 1·1 + (-5) ·5 + 12·2 = 1 – 25 + 24 = 0. 

à

  және  â


  векторлары ортогональды. 

 

2.7 Векторлардың векторлық көбейтіндісі 

           2.16-анықтама. а

 және в


 векторларының векторлық кӛбейтіндісі деп 

 вавас


,  белгіленетін және келесі шарттармен анықталатын векторды айтады: 

а) );,^(,sin вaвавас


   
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ә)  вас


,  векторы вa


,  векторлардың әрқайсысына перпендикуляр; 

б) с


 векторы ОУОХ ,  ӛстері ОZ  ӛсіне қарағанда қалай бағытталса вa


,  

векторларына қарағанда солай бағытталған, яғни сва


,, -оң ҥштік қҧрайды.   

Векторлық кӛбейтіндінің қасиеттері: 

а) ),^(,sin вaвас


  ; 

ә) 0ва


     0,// аава


; 

б) векторлық кӛбейту қарсы коммутативті:    ваав


,,  ; 

в) терімділік заңы:  )()()( вавава


  ; 

г) ҥлестірімділік заңы: ,)( свсасва


   .)( всасвас


  

                      Егер kвjвiввkajaiаа zухzyх


 ,  векторлары ӛз координаталарымен 

берілсе, онда а

 және в


 векторларының векторлық кӛбейтіндісі 

zух

zyx

ввв

aaa

kji

ва




  

формуласымен есептелінеді. 

                     Физикалық тҧрғыдан екі вектордың векторлық кӛбейтіндісі арқылы, А 

нҥктесіне бекітілген дененің В нҥктесіне әсер етуші F


 кҥші әсерінен туатын M


 - айналу 

моментін есептеуге болатындығын атап ӛтуге болады -  FBAM


,   

           1-салдар. Ортақ бір нҥктеге ҥйлестірілген коллинеар емес а


 мен в


 векторларынан 

қҧралған параллелограмм және ҥшбҧрыш аудандары  

 

        

222

ух

yx

zх

zx

zу

zу

вв

aa

вв

aa

вв

аа
вaS 


; 

222

2

1

2

1

ух

yx

zх

zx

zу

zу

вв

aa

вв

aa

вв

аа
вaS 


 

формуласымен табылады. 

           2-салдар. Егер 0
ух

yx

zх

zx

zу

zy

вв

aa

вв

aa

вв

aa
 немесе 

z

z

y

у

х

х

в

a

в

а

в

а
  теңдігі орындалса, онда а


 

мен в


 векторлары коллинеар болады.  

7-мысал. à

= {3, -4, 2}  және â


= {1, 5, 1} векторларының векторлық кӛбейтіндісін табу 

керек  

                          [ âà


, ] = 






 




51

43
,

11

23
,

15

24
={-14, -1, 19}. 

 

2.8 Үш вектордың аралас көбейтіндісі 

           2.17-анықтама.  ),( сва


  санын сва


,,  векторларының аралас кӛбейтіндісі деп 

атап, сва


 немесе ),,( сва


 деп белгілейді.  

           2.1-теорема. Компланар емес сва


,,  векторларының аралас кӛбейтіндісінің модулі 

осы векторлар арқылы тҧрғызылған параллелепипед кӛлеміне тең болады, егер векторлар 

оң ҥштік қҧраса бҧл кӛбейтінді “оң”, ал  

теріс ҥштік қҧраса «теріс» болады.  

 cпрвacпрdcdсва
dd


)(                              
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                                  = 
табSва

вad








 = VhSтаб  . 

 

 

                                                         

                             2.6 Сурет             свaV

 )( ,  сва


,, -оң ҥштік қҧрайды.  

 

           Аралас кӛбейтіндінің кейбір қасиеттері. 

           а) кӛбейткіштердің орнын циклді ауыстырғаннан аралас кӛбейтінді ӛзгермейді.     
;àñâñâàâàñâàñàñâñâà


  

           ә) ҥш вектордың аралас кӛбейтіндісі нӛлге тең болса, онда олар компланар болады. 

           2.2-теорема. Егер ,kajaiаа zyх


  ,kвjвiвв zyх


  ,kсjсiсс zyх


  онда 

аралас кӛбейтіндісі  

zух

zух

zух

ссс

ввв

ааа

сва 


)(  формуласымен есептелінеді. 

          1-салдар. Бір нҥктеге ҥйлестірілген компланар емес сва


,,  векторларының аралас 

кӛбейтіндісінің модулінің 
6

1  бӛлігі осы векторлар арқылы тҧрғызылған пирамида 

кӛлеміне тең болады. 

           2-салдар. Ӛз координаталарымен берілген сва


,,  векторлары компланар болуы 

ҥшін мына теңдіктің 0

zух

zух

zух

ccc

ввв

ааа

 орындалуы қажетті әрі жеткілікті. 

8-мысал. à

= {-3, 2, -1},  â


= {2, 1, 0},  с


= {-1, 3, -1}  векторларының аралас кӛбейтіндісін 

табу керек.  

Шешуі.          сва

= ,0

131

012

123







   векторлар компланар. 

            

  9-мысал.  1,3,1a


,  1,4,2 b


,   6,4,2 c


 векторларын компланарлыққа тексеру 

керек. 

 Шешуі. 

                 .016

642

142

131

,, 



cba


              

  Демек, cba ,,  векторлары компланарлы емес. 

 

3 Матрица 

3.1 Негізгі ұғымдар 

           3.1-анықтама. m– жатық және n- тік жолдардан қҧралған тік бҧрышты кесте 

тҥрінде берілген сандар жиынын nm  ӛлшемді матрица дейді, ол былай белгіленеді: 
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mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

  немесе 























mnmm

n

n

aaa

aaa

ааа

А

...

............

...

...

21

22221

11211

, 

мҧндағы ,,1,,1),( njmia ji  - матрицаның элементтері деп аталады, бірінші индекс i  - 

матрицаның жатық жолының, ал екінші индкес j  – тік жолының нӛмірін анықтайды. 

           3.2-анықтама. Егер m = n болса, онда ол матрица квадрат матрица деп, ал n 

матрица реті деп аталады. 

Квадрат матрицаның nnааа ,...,, 2211  элементтері оның негізгі диагоналы, ал 1121 ,...,, nnn ааа   

элементтері қосалқы диагоналы деп аталады. 

           3.3-анықтама. Квадрат матрица элементтерінен қҧралған анықтауышты матрица 

анықтауышы деп атап, Adet  немесе )( A  деп белгілейді. 

           Ескерту. Квадрат емес матрица анықтауышы болмайды, себебі анықтауыштар тек 

квадратты кесте тҥрінде беріледі. 

           3.4-анықтама. Егер 0)(  А , онда А  матрица ерекше емес матрица деп, ал егер 

0)(  А  болса, онда ол ерекше матрица деп аталады. 

           3.5-анықтама. Егер А  матрицаның жолдары А  матрицаның бағандары болып 

келсе, онда А  матрицасын А  матрицасының транспонирленген матрицасы деп атайды. 

           3.6-анықтама. Егер квадрат А  матрица элементтері ҥшін  ,,1,,1, njniaa ijji   

теңдігі орындалса, онда А  матрицасын симметриялы деп, ал 
ijji aa   теңдігі орындалса, 

онда қиғаш симметриялы деп атайды. 

           3.7-анықтама. Егер квадрат матрицаның негізгі диагоналының элементтерінен 

ӛзге элементтері нӛлге тең болса, онда ол матрица диагоналды матрица деп аталады. 

           3.8-анықтама. Егер диагоналды матрицаның барлық элементтері бірге тең болса, 

онда ол бірлік матрица деп аталады және ол E  символымен белгіленеді. 

          3.9-анықтама. Егер негізгі диагоналынан тӛмен орналасқан (жоғары орналасқан) 

элементтері нӛлге тең болса, онда квадратты матрица жоғары (тӛменгі) ҥшбҧрышты 

матрица деп аталады. 

          3.10-анықтама. Егер матрица бір тік (жатық) жолдан анықталса, онда ол матрица 

тік (жатық) жолды матрица деп аталады. 

          3.11-анықтама. Бірдей ретті A  және B  матрицаның сәйкес элементтері тең болса, 

яғни  ,,1,,1, kjmiвa ijji   онда A  және B  тең матрицалар деп аталады. 

 

3.2 Матрицаларға амалдар қолдану 

а) матрицаларды қосу. Бірдей ретті )( jiaА   мен )( jiвВ   матрицала- рының 

алгебралық қосындысы деп сол ретті )( jiсС   матрицасын айтады: ВАС   және оның 

кез келген элементтері мына формуладан анықталады 

   kjmiвaс jijiji ,1,,1,  ; 

          ә) матрицаларды санға көбейту. Кез келген A  матрицаның   санына кӛбейтіндісі 

деп С  матрицаны айтады: АС   немесе  АС  және оның кез келген элементтері 

мына формуладан анықталады: kjmiaс jiji ,1,,1,  . 

Матрицаны санға кӛбейткенде мына қасиеттер орындалады: 

1) сандар кӛбейткіштеріне терімділік қасиет )()( АА   ; 

2) ҥлестірімділік қасиет ВАВА   )( ; 
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3) сандардың қосындысына ҥлестірімділік қасиет ААА   )( ; 

4) АА  )1( ; 

5) 00  А ; 

6) ВАВА  )1( ; 

б) матрицаны матрицаға көбейту. Берілген nm - ретті A  матрицаның kn - ретті B  

матрицаға кӛбейтіндісі деп, km - ретті С  матрицаны айтады: ВАС  . Ал оның кез 

келген элементтері jiс  мына формуладан анықталады 

.,1,,1
1

, kjmiâañ
n

l

jijiji 


 

A  матрицасын B  матрицасына кӛбейту ҥшін A  матрицасының тік жол саны  B  

матрицасының жатық жол санына тең болуы қажет, басқаша жағдайда кӛбейту мҥмкін 

емес. 

Ҥшінші ретті A  және B  квадрат матрицаларының ВА   кӛбейтіндісін қарастырайық: 

              

.

333323321331323322321231313321321131

332323221321322322221221312321221121

331323121311321322121211311321121111

333231

232221

131211

333231

232221

131211





























































вавававававававава

вавававававававава

вавававававававава

ввв

ввв

ввв

ааа

ааа

ааа

ВАС
 

 

Берілген A  мен B  матрицаларын кӛбейткенде АВ  мен ВА  матрицалары бар болу ҥшін A  

мен B  матрицалары бірдей ретті квадрат матрица болуы қажетті әрі жеткілікті. АВ  

кӛбейту орындалғанынан ВА  кӛбейтуі бар екені шықпайды. АВ  мен ВА  кӛбейтінділері 

бар болғанымен де олар ӛзара тең емес, яғни ВААВ  , жалпы жағдайда матрицалар 

кӛбейтінділеріне ауыстырымдылық қасиет орындалмайды. Матрицалардың 

кӛбейтінділеріне мына қасиеттер орындалады (егер кӛбейтулер бар болса): 

1) терімділік қасиет  )()( СВАСВА  ; 

2) ҥлестірімділік қасиет  СВСАСВА  )( ; 

              СВСАВАС  )( ; 

3) ААЕЕА  . 

10-мысал. 

































05

30

23

21

;
1231

2102
BA   матрицалары берілген. АВ  = C матрицасын табу 

керек. 

Шешуі. C = АВ = 



















































1415

712

06625091

030410002

05

30

23

21

1231

2102
. 

 

3.3 Кері матрица 

      Бізге n-ші ретті А  мен В  матрицалары берілсін. 
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           3.13-анықтама. Егер А  мен В  матрицалары ҥшін АВ  мен ВА  кӛбейтінділері бар 

және ЕВААВ   болса, онда В  матрицасын А  матрицасының кері матрицасы деп атап, 

былай белгілейді: ,1 АВ яғни ЕАААА   11 , мҧндағы nЕ  -ші ретті бірлік матрица. 

           3.1-теорема (кері матрицаның бар болуы). Кез келген квадратты А  матрицаның 

кері 1А  матрицасы бар болуы ҥшін матрица ерекше емес )0)((  А  матрица болуы 

қажетті әрі жеткілікті және ол мына тӛмендегі 

   


























nnnn

n

n

AAА

AAA

ААА

А
А









21

22212

12111

1

)(

1  

формуласымен анықталады, мҧндағы ijA  берілген A  матрицаның элементтерінің 

алгебралық толықтауыштары, )( А - берілген А  матрицасының анықтауышы. 

           0)(  А  жағдайда А  матрицасының кері матрицасы жоқ, яғни кері матрицасы 

болмайды. 

11-мысал.  А = 
















2      2      1

2-   1      2

1      2-   2

-матрицасының кері матрицасын табу керек. 

Шешуі. Алдымен матрицаның анықтауышын есептейді. 

 = det А = 

2    - 2      1

2       1   - 2

1       2      2

 = 27  0, олай болса,кері матрица табылады. 

Ол мына формуламен анықталады: А
1

 = 1/ 
















33  2313

322212

312111

A A   A

A  A   A

A   A   A

,  

 

A
   - 2

2     2
11

+1    ( ) ,1
1

2 4 61   A
   - 2

1      2
12

+2      ( ) ( ) ,1
2

4 2 61  

A
     1

1     2
13

+3    ( ) ,1
2

4 1 31   A
     1

  2     2
21

+1 


    ( ) ( ) ,1
2

4 2 62  

,314
2     1

1     2
)1(A 2+2

22    A
   - 2

1      2
23

+3      ( ) ( ) ,1
2

4 2 62  

A
    1

 1  - 2
31

+1 


  ( ) ,1
2

4 1 33   A
     1

2  - 2
32

+2      ( ) ( ) ,1
2

4 2 63  

A
   - 2

2      1
33

+3    ( ) ,1
2

2 4 63   

Олай болса, А
1

 = 
1

27

6
1

9

2       6       3

-6      3       6

3     - 6       6

      2      1

-2     1      2

1    - 2      2


































. 

 

3.4 Матрица рангысы 

           Біз nm -ші ретті А  матрицасын қарастырайық. 
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           Берілген nm -ші ретті матрицадан k  ретті k

n

k

m CC  - минор қҧруға болады, мҧндағы 













)!(!

!
,

mnm

n
Cmknk m

n
. 

Бҧл минорлардың кейбіреулері нӛлге тең, ал кейбіреулері нӛлден ӛзгеше. 

           3.14-анықтама. А  матрицаның нӛлге тең емес минорларының ең жоғарғы реті 

оның рангісі деп аталады және ол Arang  немесе  Ar  деп белгіленеді. 

Сонда, егер матрицаның рангісі r -ге тең болса, онда барлық r -ші ретті минорлардың кем 

дегенде біреуінің мәні нӛлге тең емес, ал r - ден жоғарғы ретті минорлардың 

барлығының мәні нӛлге тең. Берілген матрицаның рангісін табу ҥшін жоғарыдағыдай 

барлық минорларды есептемей табу әдістеріне тоқталайық. Матрицаның рангісін табу 

ҥшін элементар тҥрлендірулер, кӛмкерілген минорлар әдістері қолданады. 

           Элементар тҥрлендірулер деп мына тҥрлендірулерді айтады: 

1) матрицаны транспонирлеу, яғни барлық тік жолдарын сәйкес жатық жолдарымен 

орын ауыстыру; 

2) екі тік (жатық) жолдарының орнын ауыстыру; 

3) кез келген тік (жатық) жол элементтерін 0  санына кӛбейту; 

4) кез келген тік (жатық) жолының элементтерін 0  санына кӛбейтіп, келесі кез келген 

тік (жатық) жолының сәйкес элементтеріне қосу. 

          Элементар тҥрлендірулер матрицаның рангісін ӛзгертпейді. Элементар тҥрлендіру 

жасап тҥгелдей нӛлден тҧратын тік (жатық) жолы бар матрица алуға болады. Мҧндай тік 

(жатық) жолды алып тастағаннан матрица рангісі ӛзгермейді. Элементар тҥрлендіру 

жасап кез келген матрицаны 





















1000

0010

0001









 

диагоналы 1- ден, ал қалған элементтері 0- ден тҧратын матрица тҥріне келтіруге болады. 

Диагональ бойындағы 1- лер саны матрицаның рангісіне тең болады. 

 

4 Сызықты теңдеулер жүйесі 

4.1 Негізгі ұғымдар  

n   белгісізі бар  m   сызықты теңдеулер жҥйесі берілсін.  



















mnmnmm

nn

nn

вxaxaxa

вxaxaxa

вxaxaxa









2211

22222121

11212111

                                              (4.1) 

 мҧндағы jia - жҥйенің коэффициенттері, нақты сандар, 

           ix - белгісіз шамала,  iв - бос мҥшелер,  kjmi ,1,,1  ., 

            jia  - коэффициенттері екі индекспен берілген, бірінші индексі i  теңдеу нӛмірін, ал 

екінші индекс j  белгісіз нӛмірін кӛрсетеді. 0iв  болса, онда жҥйе біртекті емес жҥйе 

деп аталады. 

           Сызықты теңдеулер жҥйесінің коэффициенттерінен анықталған мына матрица    
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





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

А









21

22221

11211

 - жҥйе матрицасы,  























тmnmm

n

n

вaaa

вaaa

вaaa

А









21

222221

111211

 - жҥйенің кеңейтілген матрицасы 

деп аталады. 

           4.1-анықтама. Егер nnxxх   ,,, 2211  - сандар жиыны (4.1)  теңдеулер 

жҥйесіндегі теңдеулердің барлығын қанағаттандырса, онда осы сандар жиыны сызықты 

теңдеулер жҥйесінің шешімі деп аталады. 

           Егер (4.1) сызықты теңдеулер жҥйесінің кем дегенде бір шешімі бар болса, онда ол 

ҥйлесімді жҥйе, ал егер бірде-бір шешімі болмаса (жоқ болса), онда ол ҥйлесімсіз жҥйе 

деп аталады. Тек бір ғана шешімі бар жҥйе анықталған жҥйе деп, ал кем дегенде екі 

шешімі бар жҥйе анықталмаған жҥйе деп аталады. 

 

4.2 Крамер ережесі 

           n   белгісізі бар біртекті емес  n   сызықты теңдеулер жҥйесі берілсін 

                                             



















.

,

,

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

вxaxaxa

вxaxaxa

вxaxaxa









                                  (4.2) 

           Берілген жҥйенің белгісіздер саны теңдеулер санына тең, жҥйенің негізгі 

матрицасы n  жатық, n  тік жолдардан тҧрады. 

 























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

А









21

22221

11211

 

 

А матрицасының анықтауышы берілген сызықты теңдеулер жҥйесінің анықтауышы деп 

аталады. (4.2) жҥйенің анықтауышы нӛлге тең болмасын, яғни 0)(  А . 

nnknnkknnn

nkkk

nkkk

aaaaaa

aaaaaa

aaaааа

А









1,1,21

21,221,22221

11,111;11211

)(








 

 

анықтауышының бірінші тік жолының элементтері 1х  белгісіздің коэффициенттері, ал 

екінші тік жолының элеметтері 2х  белгісіздің коэффициенттері, т.с.с. 

          Осы анықтауыштың кез келген тік жолының (мысалы, k -ші тік жолының - kх  

белгісізінің коэффициенттерін) элементтерін (4.2) жҥйенің сәйкес бос мҥшелерімен орын 

алмастырғанда алынған анықтауышты k  таңбасымен белгілейік 

 

                
.,1,

1,1,21

21,221,22221

11,111;11211

nk

aaвaaa

aaвaaa

aaвааа

nnknnknnn

nkk

nkk

k 














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          4.1-теорема (Крамер теоремасы). Егер (4.2) біртекті емес сызықты теңдеулер 

жҥйесінің негізгі матрицасының анықтауышы нӛлге тең болмаса, онда ол анықталған 

жҥйе (ҥйлесімді жҥйе). Бҧл жҥйенің шешімі Крамер формуласымен анықталады:         

.,1),(/ nkAx kk     

 

12-мысал. Берілген  














1032

3323

1347

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

теңдеулер жҥйесін Крамер тәсілімен шешу керек.  

Шешуі:    

 

,0102

132

323

147







    ,0

1310

323

1413

1 





    ,306

132

323

147

2 





    ,102

1032

323

1347

3 



  

                                   01

1 



x ,  32

2 



x ,  13

3 



x . 

 

4.3 Кронекер – Капелли теоремасы 

           4.2-теорема. Біртекті емес (4.1) сызықты теңдеулер жҥйесі ҥйлесімді болуы ҥшін 

жҥйенің матрицасының рангісі оның кеңейтілген матрицасының рангісіне тең болуы, 

яғни  ArangArang  ,  қажетті әрі жеткілікті. 

Теоремадан мынадай қорытынды аламыз: 

а) егер  nrArang  , онда (4.1) жҥйенің тек бір ғана шешімі бар; 

б) егер  nrArangArang    болса, онда (4.1) жҥйенің шексіз кӛп шешімі бар және ол 

шешімдер  r   теңдеуден тҧратын жҥйеден анықталады. 

















nrnrrrrrrrr

nnrrrr

xaxaвxaxa

xaxавxaxa







11,11

111,111111

                             (4.3) 

мҧндағы nr xx ,,1   белгісіздер бос мҥшелер, олар кез келген тҧрақты сандарды 

қабылдайды. (4.3) жҥйеден анықталған rxxx ,,, 21   шешімдері (4.1) жҥйенің жалпы 

шешімі деп аталады. 

 

 4.4 Гаусс әдісі 

            Кез келген квадрат матрицаға элементар тҥрлендірулер қолданып ҥшбҧрышты 

матрица аламыз. Берілген жҥйені шешу ҥшін осы жҥйенің кеңейтілген матрицасына 

элементар тҥрлендірулер жасау арқылы алынған ҥшбҧрышты матрицаға сәйкес жҥйені 

шешсек жеткілікті. 

           



















mnтnтт

nn

nn

вxaxaxa

вxaxaxa

вxaxaxa









2211

22222121

11212111

 

 

n  белгісізі бар біртекті емес m  сызықты теңдеулер жҥйесін Гаусс әдісімен шешейік. 

           Айнымалыларды бірте-бірте жоя отырып жҥйені ӛзіне эквивалент баспалдақты 

тҥрге келтіреміз. 
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           Баспалдақты тҥр деп  



















mnmnmmm

nn

nn

вxaxa

вxaxa

вxaxaxa









22222

11212111

 

тҥрдегі жҥйені айтады. Егер nm   болса,онда жҥйе ҥшбҧрышты тҥрге келеді. 

          Айнымалыларды бірте-бірте жою жҥйені элементар тҥрлендіру арқылы жасалады. 

Элементар тҥрлендірулер матрицаның рангісін ӛзгертпейді. 

          Оған келесі тҥрлендірулер жатады: 

           а) екі теңдеудің орнын алмастыру;  

           ә) нӛлден ӛзге санға теңдеудің екі жағын да кӛбейту;  

           б) кез келген 0с  санға кӛбейтілген бір теңдеудің екі жағын да басқа теңдеуге 

сәйкесінше қосу. 

           Егер элементарлық тҥрлендіру нәтижесінде теңдеудің екі жағында да 

коэффициенттер нӛлге тең болса, онда бҧл теңдеуді кез келген айнымалы 

қанағаттандырады. Бҧл теңдеуді алып тастай салуға болады. Ал сол жағындағы 

коэффициенттер нӛлге тең болып, оң жағындағы бос мҥше нӛлге тең болмаса, онда жҥйе 

ҥйлесімсіз, оған эквивалент берілген жҥйе де ҥйлесімсіз болады.  

           Егер жҥйе ҥйлесімді болса, онда шешімдерді табу ҥшін жҥйенің ең соңғы n - ші 

теңдеуінен  nх  белгісізін тауып, оны 1n -ші теңдеуге қойып, одан 1nх  белгісізді табады. 

Осылайша, ең соңында бірінші теңдеуден 1х - ді табады. 

13-мысал.  














107

332

52

321

321

321

õõõ

õõõ

õõõ

     жҥйесін Гаусс әдісімен шешу керек.    

Шешуі. Кеңейтілген матрицасын қҧрамыз:                           
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
















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5  1-  1    2

~
















10   1-  1  7

5   1-  1   2

3-  3  2-  1

~
















31   22-  15  0

11     7-   5   0

3-    3    2-  1

~
















2-     1-   0   0

11     7-   5   0

3-    3    2-  1

 

           














2

1175

332

3

32

321

õ

õõ

õõõ

                        x1 = 1;  x2 = 5;  x3 = 2. 

 

4.5 Матрица әдісі 

      n  белгісізі бар біртекті емес n  сызықты теңдеулер жҥйесі берілсін. 

 

                   



















nnnnn

nn

nnn

вxaxa

вxaxa

вxaxa









11

22121

111

            























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

А









21

22221

11211

,   













































nn в

в

в

В

x

x

x

X


2

1

2

1

,  

 

 мҧндағы А  - жҥйе матрицасы, 0)(  А , Х -белгісіз, 1n  ӛлшемді матрица,  

В - бос мҥше, 1n  ӛлшемді матрица. 

           Матрицаларға қолданылатын амалдарға сҥйене отырып А  мен Х  матрицалардың 

кӛбейтіндісі (бҧл кӛбейтінді анықталған – бар) мына матрицаға тең деп аламыз. Сонда  
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



























nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxа

ХА









2211

2222121

1212111

 

 

ХА  пен В  матрицаларының теңдігінен мына теңдеуді аламыз. 

 

ВХА  .                                                   (4.4) 

 

(4.4) теңдеуі берілген жҥйенің матрица тҥріндегі теңдеуі деп аталады. 

           Берілген жҥйенің матрицасы ерекше емес )0)((  А матрица, олай болса оның кері 

матрицасы бар. 

           Енді (4.4) теңдеуінің шешімін табу ҥшін осы теңдеуді солдан оңға қарай А  

матрицасының кері матрицасына кӛбейтейік ВАХАА   11 , мҧндағы  ЕАА 1  және 

ХХЕ  . Олай болса  

                                                        ВАХ 1  
  болады, мҧндағы ВА 1 - кӛбейтіндісі бар.  

14-мысал. Жҥйені матрицалық әдіспен шешу керек. 














.

1945

1552

43

zyx

zyx

zyx

 

Шешуі. 

.,

19

15

4

,

415

512

131

























































z

y

x

XBA  .105 A  Кері матрицаны табамыз. 1A : 

 

 

.

3

2

1

315

210

105

105

1

197)15(1447

193)15(9433

1916)15(1341

105

1
,

7147

3933

16131

105

1 11






















































































  BAA  

            х = 1,  у = 2,  z = 3. 

 

4.6 Біртекті теңдеулер жүйесі 

      n  белгісізі бар біртекті  т  теңдеулер жҥйесі берілсін. 

 



















0

0

0

2211

2222121

1212111

nònòò

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa









                                            (4.5) 

немесе )0,0,0(0,0  ХА . 

            (4.5) жҥйе ҥшін ArangArang  , Кронекер – Капелли теоремасы бойынша 

берілген (4.5)  біртекті жҥйе әрқашанда ҥйлесімді және оның әрқашанда нӛлдік шешімі 

бар: 0,,0,0 21  nxxх  , ал бізге (4.5) жҥйенің нӛлдік шешімінен ӛзге шешімдерін табу 

керек. 

.7,3,16,14,9,13,7,33,1 333231232221131211  AAAAAAAAA



 22 

          Енді (4.5) жҥйенің рангісі r - ге тең болсын деп ҧйғарайық: rArang  . A  

матрицасының алғашқы r  жатық жолы сызықты тәуелсіз болады. 

           4.3-теорема. (4.5) біртекті сызықты теңдеулер жҥйесінің нӛлден ӛзге шешімдері 

бар болуы ҥшін nr   теңсіздігінің орындалуы қажетті әрі жеткілікті. 

           4.4-теорема.  n  белгісізі бар nт   біртекті сызықты теңдеулер жҥйесінің нӛлден 

ӛзге шешімдері бар болуы ҥшін жҥйенің анықтауышы нӛлге тең болуы ( 0)(  А ) қажетті 

әрі жеткілікті.  

           (4.5) жҥйенің nrr ccxxx  ,,,,, 121    шексіз кӛп шешімдері болады, мҧндағы 

nrixc ii ,1,  - кез келген сандар. 

          4.2-анықтама. Біртекті сызықты (4.5) теңдеулер жҥйесінің кез келген rn   

сызықты тәуелсіз шешімі осы жҥйенің іргелі шешімі деп аталады, мҧндағы n - жҥйенің 

белгісіздер саны,  r  саны А - матрицаның рангісі rArang  . 

           4.3-анықтама. Егер nrArang   (4.5) жҥйенің кез келген Х  шешімінде  rn   

тҧрақты сан болса, онда ол шешім осы жҥйенің жалпы шешімі деп аталады. 

 

          5 Аналитикалық геометрия есептері  

          5.1 Нүктелердің ара қашықтығы. Кесіндіні берілген қатынаста бөлу 

  Егер кеңістікте тік бҧрышты OXYZ координаталар жҥйесі берілсе, онда осы 

жазықтықтың  x,у және  z координаталары бар М нҥктесін – М(x;y;z) деп белгілейді.  

  М1(x1;y1;z1) және М1(x2;y2;z2) нҥктелерінің ара қашықтығы d  мына 

формула арқылы анықталады: 

         2

12

2

12

2

12 zzyyxxd  . 

 А(x1;y1;z1) және В(x2;y2;z2)  нҥктелерінің арасындағы кесіндіні берілген   

қатынаста бӛлетін С(x;y;z) нҥктесінің координаталары келесі формулалармен 

анықталады:  

    









1

21 xx
x ,   










1

21 yy
y ,  










1

21 zz
z . 

  Дербес жағдайда, 1  болғанда кесіндінің ортасының координаталары: 

   
2

21 xx
x


 ,    

2

21 yy
y


   

2

21 zz
z


  

  Тӛбелері  А(x1;y1), В(x2;y2),  С(x3;y3) нҥктелері болып келетін ҥшбҧрыштың 

ауданы: 

   
2

1
S ,     мҧндағы    

321

321

111

yyy

xxx . 

 

5.2. Жазықтық теңдеуі 

           5.1-теорема. Кеңістікте декарттық координат жҥйесінде берілген кез келген 

жазықтыққа бірінші дәрежелі теңдеу сәйкес келеді және керісінше бірінші дәрежелі 

теңдеуге кеңістікте жазықтық сәйкес келеді. Жазықтықтың жалпы теңдеуі 

0:  DCzВуAx .                           (5.1) 

 

 CВAn ;; - жазықтықтың нормаль векторы, n . 

Бізге ),,( 0000 zyхМ  нҥктесі,  CВAn ;;  жазықтықтың 

нормаль векторы берілсе, онда  0М   нҥктесі арқылы ӛтетін 
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n - нормаль векторы болатын жазықтық теңдеуі мына тҥрде   жазылады  

            5.1 Сурет                                 0)()()( 000  zzСууВxxA           (5.2) 

           Жазықтықтардың өз-ара орналасуы. Екі жазықтық арасындағы бҧрыш. Екі 

жазықтық арасындағы бҧрышты олардың нормальдарының арасындағы бҧрыш есебінде 

алуға болады.  0:,0: 2222211111  DzCуВxADzСуВxA   

теңдеулерімен 21 ,  жазықтықтары берілсін. 

  1111111 ,,,   NCВAN  жазықтығының нормаль векторы; 

  2222222 ,,,   NCВAN  жазықтығының нормаль векторы. 

           Жазықтықтардың арасындағы бҧрышты   деп белгілейік. Осы бҧрыштың 

косинусы былай есептелінеді 

 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA

NN

NN









 .                      (5.3) 

 

           Егер  1 // 2    
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 . 

           «Кесінді» түріндегі жазықтық теңдеуі. Жазықтықтың жалпы теңдеуі 

0 DCzByAx  берілсін. Осы теңдеуді тҥрлендірейік. 

 DCzByAx                1










C

D

z

B

D

y

A

D

x
. 

         Егер  c
C

D
в

B

D
a

A

D
 ,,  деп белгілесек, онда    1

с

z

в

y

а

x
.      (5.4) 

           Жазықтықтың “кесінді” тҥріндегі теңдеуін аламыз. 

N  нормаль векторы ZOYOXO ,,  координат ӛстерімен сәйкесінше  ,,  бҧрыштарын 

жасасын, 0  нҥктесінен М  нҥктесіне қарайғы бағытты оң бағыт деп алайық, р  

ОМ кесіндісінің ҧзындығы  ОМр    болсын. 

           Бағыттаушы косинустар  cos,cos,cos  белгілі деп есептеп жазықтық теңдеуін 

жазайық.     zyxA ,,   нҥктесін алайық.  pOAпр
N

 . 

    cos,cos,cos;;;  NzyxOA .  coscoscos zyxOAnp
N

 . 

           Осыдан  pOAnp
N

  екенін ескеріп,    0coscoscos  рzyx         (5.5) 

жазықтықтың нормаль теңдеуін аламыз. 

),,( 0000 zyхМ  нҥктесінен 0 DCzByAx  жазықтығына дейінгі қашықтық d  мына 

формуламен есептелінеді:            
222

000

CBA

DzCyBxA
d




 .                    (5.6) 

            Жазықтық теңдеуін құруға арналған негізгі есептер 

           а) ),,( 0000 zyхМ  нҥктесі арқылы ӛтетін    zухzyx ввввaaaa ,,,,,   (a  мен в  

коллинеар емес векторлар) векторларына параллель   жазықтық теңдеуін жазыңыз. 

       жазықтығында жататын кез келген ),,( zyxМ  нҥктесін алайық. 

  вazzyyxxММ ,,,, 0000   - векторлары компланар векторлар. Олай болса   

00  ваММ . Осыдан     жазықтығының теңдеуі 
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0

111





zyx

zyx

âââ

aaa

zzyyxx

;                                       (5.7) 

 

           ә) ),,( 1111 zyxМ , ),,( 2222 zyxМ  нҥктелері арқылы ӛтетін  zух аааа ,,  векторына 

параллель жазықтық теңдеуін жазыңыз. 

),,( zyxМ .          ,;;,;; 121212211111 zzyyxxMMzzyyxxMM   

aMMММ ,, 211  - компланар векторлар. Олай болса 0211  aMMММ .Осыдан   

жазықтығының теңдеуі          

 

0121212

111





zyx aaa

zzyyxx

zzyyxx

;                                       (5.8) 

 

           б) ),,( 1111 zyxМ , ),,( 2222 zyxМ , ),,( 3333 zyxМ  нҥктелері арқылы ӛтетін жазықтық 

теңдеуін жазыңыз. ),,( zyxМ . Мына векторларды табайық 

   

 .;;

,;;,;;

13131331

121212211111

zzyyxxMM

zzyyxxMMzzyyxxMM




 

31211 ,, MMMMMM  компланар векторлар. 031211  MMMMMM . Осыдан   жазықтығының 

теңдеуі  

                               0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

.                                       (5.9) 

 

5.3. Жазықтықтағы түзу теңдеуі 

           Жазықтықта OXY  декарттық координат жҥйесі берілсін. 

           Бірінші ретті екі айнымалы yx,  арқылы анықталған кез келген теңдеу тҥзу 

сызықты  l  анықтайды.    

                                                  0 СВуАх ,                                                   (5.10) 

          мҧндағы СВА ,, - нақты сандар. 

 BAN , .       l  тҥзуінен ),(),,( 000 yxMyxM  нҥктелерін алайық.   Nl . 

0M          l            M                   000 , yyxxMM  . NMM 0 , осыдан  00 NMM , 

 

        5.2 Сурет                        0)()( 00  ууВхxА ,                                     (5.11) 

0M  нҥктесі арқылы ӛтетін N  векторына перпендикуляр тҥзу теңдеуін аламыз. 

           Бұрыштық коэффициент арқылы берілген түзу теңдеуі.  Жазықтықта 

),(),,( вxNyxМ  нҥктелері берілсін. 

     ),( вoL  нҥктесі арқылы ӛтетін Ох  ӛсінің оң бағытымен   

бҧрышын жасайтын l  тҥзуі ҥшін k
х

вy
tg 


  деп берілсін, 

онда тҥзу теңдеуі былай жазылады     kxвy  , 
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осыдан вkxу  , мҧндағы tgk  - бҧрыштық коэффициенті деп аталады, в -тҥзудің ОУ  

ӛсінен қиып ӛтетін кесіндісі, ух, - тҥзу бойындағы         М     5.3 Сурет                   

нҥктесінің ағымдық координаталары. 

           Сонымен вkxу  - тҥзудің бҧрыштық коэффициент арқылы жазылған теңдеуі.  

k
хх

уy
tg 






1

1 , осыдан )( 11 xxkуу   - ),( 111 yxМ  нҥктесі арқылы ӛтетін k - бҧрыштық 

коэффициенті болатын тҥзу теңдеуі. 

п

уу

т

хх 11 



 - тҥзудің канондық теңдеуі, мҧндағы  nmS ; - тҥзудің бағыттаушы 

векторы деп аталады. 

k
xx

yy
tg 






12

12 ,   )( 11 xxkyy    теңдігіне k -ның мәнін қойсақ, онда 21 ,MМ  нҥктелері 

арқылы ӛтетін тҥзу теңдеуі       
12

1

12

1

уу

уу

хх

хх









. 

           t
уу

уу

хх

хх











12

1

12

1    деп белгілесек, онда 

           








.

,

1ytny

xtmx
 - тҥзудің параметрлік теңдеуі, t  - параметр. 

           Екі түзу арасындағы бұрыш. 

Бізге 222111 :,: вxklвxkyl   тҥзулері берілсін.  

21

21
21

1
)(






tgtg

tgtg
tgtg




 . Осыдан 

21

21

1 kk

kk
tg




 - екі тҥзу арасындағы   бҧрыш 

тангенсін есептейтін формула. 

           Егер  21 // ll   болса, онда  21;0 kk  - (параллельдік шарты) 

           Егер  21 ll    болса, онда 
2

121

1
01;

2 k
kkk 


  (перпендикулярлық шарты). 

          Егер тҥзулер теңдеуі жалпы тҥрде берілсе, яғни  

0:

,0:

2222

1111





CyBxAl

CyBxAl
 

          а) 21 // ll  болса, онда мына шарт орындалады   
2

1

2

1

В

В

А

А
 ; 

          ә) 21 ll      02121  ВВАА ;     

          б) 21 ll      
2

1

2

1

2

1

С

С

В

В

А

А
 . 

),( 000 yxM  нҥктеден тҥзуге дейінгі арақашықтық мына формуламен есептелінеді           

22

00

BA

CByAx
d




 . 

15-мысал. А(2,-3), В(-4, 3) нҥктелерi арқылы ӛтетiн тҥзудiң теңдеуiн жазу керек. 

Шешуі. 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









  формуласын қолданады.      х + у + 1 = 0.         

16-мысал. А(2;3)  нҥктесінен   2x- 3y +4 = 0 тҥзуіне дейінгі қашықтықты табу керек.  

Шешуі. 
22

00

BA

CByAx
d




  , олай болса  

13

1

94

494





d . 
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5.4 Кеңістіктегі түзу теңдеуі 

           Кеңістікте тҥзу екі жазықтық қиылысуы арқылы анықталады 

 









,0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
       21   .                               (5.12) 

            

Бҧл жазықтықтардың нормаль векторлары  ,;;: 11111 CBAN    22222 ;;: CBAN  . 

           Тҥзулердің бағыттаушы векторы 1NS , 2NS , олай болса  nmlNNS ;;21  - 

бағыттаушы вектор.  

           Тҥзудің жалпы (5.12) тҥрдегі теңдеуінен канондық теңдеуіне кӛшуді 

қарастырайық. 

           Бағыттаушы вектор knjmil

CBA

CBA

kjl

NNS






222

11121  - ға тең болсын. 

1zz   мән беріп,  (5.12)  жҥйеден  11, yyxx    табамыз. 

                   

                    
n

zz

m

yy

l

xx 111 






 - тҥзудің канондық теңдеуі. 

 

),,( 1111 zyxМ , ),,( 2222 zyxМ  нҥктелері арқылы ӛтетін тҥзу теңдеуі 

                        121212

12

1

12

1

12

1 ;;; zzyyxxS
zz

zz

уу

yy

хх

xx















. 

           Тҥзудің канондық теңдеуін t
n

zz

m

yy

l

xx








 111  параметріне теңестірсек, онда         















1

1

1

,

,

ztnz

ytmy

xtlx

   тҥзудің параметрлік теңдеуі шығады. 

           

           Екі түзудің өз-ара орналасуы 

2

2

2

2

2

2
2

1

1

1

1

1

1
1 :

~
,:

~

n

cz

т

вy

l

ax
l

n

сz

m

вy

l

ax
l














 тҥзулері канондық теңдеулерімен 

берілсін. 11111

~
),,( lсваМ  , 22222

~
),,( lсваМ  .  1111 ,, nmlS  ,  

 2222 ,, nmlS  , 11

~
// lS , 22

~
// lS , )

~
^,

~
( 21 ll , 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

21

21cos
nmlnml

nnmmll

SS

SS









 . 

02121  SSll   немесе  0212121  nnmmll .  
2

1

2

1

2

1
21 //

n

n

m

m

l

l
ll  . 

           Түзу мен жазықтыққа арналған есептер 

n

cz

m

вy

l

ax 






 тҥзу және 0 DCzByAx  жазықтығы берілсін. 

          Анықтама. Тҥзу мен жазықтық арасындағы сҥйір бҧрыш деп тҥзу мен 

проекциясының арасындағы бҧрышты айтады. 

          Бҧл бҧрыштың синусы мына формуламен анықталады 
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222222

sin
nmlCBA

CnBmAl

SN

SN









 . 

 

          Егер )//(
~

l , онда 0 SN . 0 CnBmAl , ал )(
~

l  болса, онда 
n

C

m

B

l

A
SN ,//  

теңдігі орындалады. 

 

5.5  Екінші ретті қисықтар және беттер 

            Кез келген қисық жазықтықта  0),( ухФ   теңдеуімен беріледі. 

           5.1-анықтама. Берілген жҥйеде 0),( ухФ  теңдеуін тек осы қисық бойында 

жататын нҥктенің координаталары қанағаттандырады, ал қисық бойында жатпайтын 

нҥкте координаталары қанағаттандырмайды. 

           Декарттық координат жҥйесінде екінші ретті қисықтар 

0222 22  FЕуДхСуВхуАх - жалпы теңдеуімен беріледі. 

CBA ,, - бірдей нӛлге тең емес сандар. 

           Жазықтықта екінші ретті теңдеумен ӛрнектелетін қисықтар: шеңбер, эллипс, 

гипербола, парабола. 

            5.2-анықтама. Центр деп аталатын   ,С  нҥктесінен бірдей қашықтықта 

орналасқан нҥктелердің геометриялық орнын шеңбер дейді. 

 

                                 

 

 

 

 

 

 

 

        5.1  Сурет                                                   5.2  Сурет 

    222
Rух                                      222 Rух  , 

     радиусыRцентріС  ,;                        радиусыRцентріО  ,0;0                                   

         5.3-анықтама. Фокус деп аталатын жазықтықтың    0,,0, 21 cFcF   екі нҥктесінен ара 

қашықтықтарының қосындысы тҧрақты 2а  санына тең болатын нҥктелердің 

геометриялық орнын эллипс дейді:  

             а)  ab  ;                                                              ә)  b a .  

 

                                                  

 

                                    

 

 

 

 

               5.3 Сурет                                                        5.4 Сурет 
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1 2 2 , 2 2F M F M a a c a c      ҥлкен жарты ӛс, b- кіші жарты ӛс, 
2 2b a c  , 

а

с
  - 

эксцентриситет, 1 .  


а
х   - директриса.  

5.4-анықтама. Фокус деп аталатын жазықтықтың     0,,0,1 cFcF   екі нҥктесінен ара 

қашықтықтарының айырымы тҧрақты 2а санына тең болатын нҥктелердің геометриялық 

орнын гипербола дейді: 

1)
2

2

2

2


b

у

а

х
а ,     

1 2, , ,F F OX a b - жарты                                                                                              

ӛстері; 

 

 

 

 

                       5.5 Сурет 

ә) 1
2

2

2

2


b

y

a

х
,    1 2 1 2, , (0, ), (0, )F F OY F c F c  , 2 2b c a  ,   

b
y x

a
  - асимптоталары 

           

а

с
  - эксцентриситет, 1         

              

  

 

 

 

            5.6 Сурет 

 

          5.5-анықтама.  Фокус деп аталатын нҥкте мен директриса деп аталатын тҥзуге 

дейінгі ара қашықтықтары тең болатын нҥктелердің геометриялық орнын парабола 

дейді:  

a) 2 2y px ,   
2

p
x    - директриса;                        ә) 2 2x py ,   

2

p
y    - директриса. 

 

 

                                                                                      

                                                                                                                              

                                                          

             

 

 

                               

                 5.7 Сурет                                                       5.8 Сурет 
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          5.6-анықтама.  12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
  теңдеуімен берілген бетті эллипсоид                             

дейді.              2 2 2

2 2 2
1

z h

x y h

a b c





  


, h c  - эллипс. 

  

            

             

 

 

 

 

            5.9 Сурет 

           5.7-анықтама.
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
    теңдеуімен берілген бетті бір қуысты гиперболоид 

дейді.  

           












1

,0

2

2

2

2

b

y

a

x

z

 - эллипс,       
2 2

2 2

0

1

y

x z

a c





 


 - гипербола 

 

         












2

2

2

2

2

2

1

,

c

h

b

y

a

x

hz

 - эллипс 

              5.10 Сурет   

           5.8-анықтама. 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
     теңдеуімен берілген бетті екі қуысты   гиперболоид 

дейді. 

                              2 2

2 2

0

1

y

x z

a c





  


 - гипербола, 

                                2 2 2

2 2 2
1

z h

x y h

a b c





  


, ch   - эллипс, 

                              2 2

2 2

0

1

x

y z

b c





  


 - гипербола.  

           5.11 Сурет 

            5.9-анықтама. 
2 2

2
x y

z
p q

    теңдеуімен берілген бетті эллипстік параболоид дейді. 

2 2

2

z h

x y
h

p q





 


      
2 2

1
2 2

x y

hp hq
   - эллипс,                           

                     

 

2

0

2

x

y qz





  -  парабола, 2

0

2

y

x pz





  -  парабола. 
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           5.12 Сурет 

            5.10-анықтама. 
2 2

2
x y

z
p q

   теңдеуімен берілген бетті гиперболалық                                     

параболоид дейді.  

2

0

2

x

y qz




 
 - парабола,   

2

0

2

y

x pz





 - парабола, 

2 2

0

0

z

x y

p q





 


    q
y x

p
   - тҥзулер 

   

        5.13 Сурет 

           5.11-анықтама:  а) 
2 2

2 2
1

x y

a b
   - эллипстік цилиндр:      

                     1) 
0x

y b




 
 - тҥзулер; 

                     2) 
0y

x a




 
 - тҥзулер; 

                     ә) 
2 2

2 2
1

x y

a b
   - гиперболалық цилиндр; 

                    б) 
2 2y px  - параболалық цилиндр. 

 

 

           5.14 Сурет 

           5.12-анықтама. 
2 2 2

2 2 2
0

x y z

a b c
         теңдеуімен берілген бетті конус дейді. 

          

2 2

2 2
1

z c

x y

a b





 


 -эллипс. 

2 2

2 2

0

0

y

x z

a c





 


   
x z

a c
   - тҥзулер.   2 2

2 2

0

0

z

x y

a b





 




0

0

0

x

y

z







 - нҥкте. 

 

           5.15 Сурет 

 

 6 Функциялар 

 6.1 Негізгі ұғымдар 

            6.1–анықтама. х  айнымалысының әрбір мәніне Хх  белгілі бір Уу  мәні 

сәйкес келсе, онда у -ті x -тің функциясы деп атап, оны )(),( xyxfу  , т.с.с деп 

белгілейді, мҧндағы  x - тәуелсіз айнымалы немесе аргумент деп аталады. 

           6.2–анықтама. x  тәуелсіз айнымалысының қабылдайтын мәндер жиынын 

анықталу облысы деп, ал у  функциясының f  сәйкестігі бойынша қабылдайтын мәндер 

жиынын ӛзгеру облысы деп атайды. 

Сонымен )( xfу   функциясының Х - анықталу облысы, У - ӛзгеру облысы, ал f - x  

тәуелсіз айнымалысы мен у  функциясының арасындағы сәйкестік. 
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             6.1 Сурет 

            

           6.3–анықтама. Егер )( xfу   функциясы ҥшін аргументтің ҥлкен мәніне 

функцияның ҥлкен мәні сәйкес келсе, онда функция ӛспелі, керісінше жағдайда, яғни 

аргументтің ҥлкен мәніне функцияның кіші мәні сәйкес келсе, онда кемімелі функция 

деп аталады. 

           Егер x  аргументке бір емес, бірнеше у  сәйкес келсе, онда у  функциясы кӛп мәнді 

функция деп, ал бір мән сәйкес келсе, онда бірмәнді функция деп аталады. 

Функцияның берілу тәсілдері. 

           1. Кестелік берілуі. Бҧл әдіс бойынша белгілі бір ретпен x - тің мәндері және оған 

сәйкес у  мәндері жазылады. 

 

х  1х  2х   
nх  

у  
1у  2y   

ny  

 

           2. Графиктік берілуі. Сан жиындарының арасындағы қатынасты (тәуелділікті) 

кӛрнекі тҥрде, оның графигін пайдалана отырып кӛрсетуге болады. Ол ҥшін   

жазықтықта барлық ),( уx  нҥктелерін салу жеткілікті, сонда ),( уx  парларының бірінші 

элементі- x - абсциссалар да, ал екіншілері - у - ординаталар. Осы нҥктелер графикпен 

анықталған функцияны береді. 

 

                    
                          6.2 Сурет 

 

            3. Аналитикалық тәсілмен берілуі. Математикада формула тҥрінде жазылған екі 

айнымалы ӛрнекпен сан функциясының берілуі аса жиі кездеседі. 

Сандар мен тҧрақты, айнымалы арасындағы математикалық амалдар нәтижесінде пайда 

болған ӛрнекті функцияның аналитикалық тәсілмен берілуі деп атайды. 

Мысалға, xxxxglõ x 352);15(/)sin(;2 24  . 

           

            Негізгі элементар функциялар 

           6.4-анықтама. Негізгі элементар функциялар деп келесі аналитикалық тҥрде 

берілген функцияларды айтады. 

           1. Дәрежелік функция  ху  ,   - нақты сан. 
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                6.3 Сурет                          6.4 Сурет                       6.5 Сурет 

 

           2. Кӛрсеткіштік функция  1,0,  aaау х . 

 

               .                            

                   6.6 Сурет                                              6.7 Сурет   

 

           3. Логарифмдік функция  0,1,0,log  xaaxу a . 

                       
                                     6.8 Сурет 

 

           4. Тригонометриялық функциялар 

.cos;sec;;;sin xecyxyxctgyxtgyxу  . 

           5. Кері тригонометриялық функциялар 
.;;arccos;arcsin xarcctgyxarctgyxyxy   

           6.5–анықтама. Егер қандай да бір Т  саны табылып )()( xyТху   теңдігі 

орындалса, онда )( xfу   функциясын периодты функция дейді. Т - периоды.  

  TxctgyxtgyTxyxy ;,;2,cos,sin . 

           6.6–анықтама. Егер  )()( хх    теңдігі орындалса, онда )( х - тақ функция, ал 

)()( хх   , онда )( х - жҧп функция. 

           6.7–анықтама. Қандай да бір оң М  саны табылып Mxf )(  теңсіздігі 

орындалса, онда )( xf - шектелген функция. 

           6.8–анықтама. Егер  )(),( хииFу   болса, онда  )( xFу  - кҥрделі функция.     
22 sin,sin xухииy  . 
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           6.9–анықтама. Негізгі элементар функцияларға амалдар қолдану арқылы 

жасалған функцияны элементар функция дейді. 

 

           6.2 Сандық тізбектер және функция шектері 

           Математикадағы негізгі тҥсініктің бірі – сан.  ,2,1N - натурал сандар жиыны. 

           6.10-анықтама. Реттері ӛсуіне қарай бҥтін сандармен нӛмірленген сандар жиынын 

тізбек деп атайды:  ,,,,, 321 nxxxx  немесе былай белгілейді  
1ii

x . 

           6.11–анықтама. Егер кез келген оң   санына сәйкес натурал )(NN   саны 

табылып, барлық  )(Nn    нӛмірлері ҥшін   axn  теңсіздігі орындалса, онда a  

саны  nx  тізбегінің шегі деп аталады және былай жазылады:  axn
n




lim   немесе  n   

жағдайда  axn  . 

           6.12-анықтама.  Шегі бар болатын тізбек жинақты тізбек деп, ал шегі болмайтын 

тізбек жинақсыз тізбек деп аталады. 

           6.1-теорема. Егер тізбек жинақты болса, оның тек бір ғана шегі болады. 

           6.13–анықтама. Егер кез келген 0  саны ҥшін x  айнымалысының   ax  

теңсіздігін қанағаттандыратын мәндері табылса, онда a  санын x  айнымалысының шегі 

деп атайды.   ах  немесе ax lim  деп жазады. 

 

                         а               а                     а  

                                         6.9 Сурет 

 

           6.14–анықтама. Егер оң М  саны табылып,  Mх   болса, онда x - шексіз ҥлкен 

айнымалы шама деп аталады. 

           6.15–анықтама. Егер кез келген 0  санына сәйкес 0  саны табылып, 

 ax0  шартын қанағаттандыратын барлық x  ҥшін  Axf )(  теңсіздігі 

орындалса, онда A  санын f  функциясының x - тің  a - ға ҧмтылғандағы шегі деп атайды 

және  )(lim xfA
ax

   деп жазады. 

(символдар арқылы:  

          0)(0)(lim 


xfA
ax

  ax0   Axf )( ). 

                 
                                    6.10 Сурет 

 

6.3 Шектер туралы теоремалар 

           6.1–теорема. Екі, ҥш немесе белгілі бір санға дейінгі айнымалылардың алгебралық 

қосындысының шегі олардың шектерінің қосындысына тең болады. 
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           nn ÈÈÈÈÈÈ limlimlim)(lim 2121   . 

           6.2–теорема. Екі, ҥш немесе белгілі бір санға дейінгі айнымалылардың 

кӛбейтіндісінің шегі олардың шектерінің кӛбейтіндісіне тең болады.  

           nn ИИИИИИ limlimlim)(lim 2121   . 

           Салдар. Тҧрақтыны шек таңбасының сыртына шығаруға болады. 

                         111 limlimlimlim ИCИCИС  . 

           6.3–теорема. Бӛлшектің шегі олардың шектерінің қатынасына тең болады. 

                          
V

И

V

И

lim

lim
lim  ,   егер  0lim V . 

 

6.4 Тамаша және бір жақты шектер 

           Тамаша шектер. Берілген 
x

x
y

sin
  функция 0x  нҥктесінде 

0

0
 тҥріндегі 

анықталмағандық болғандықтан, оны шешу ҥшін бірінші тамаша шек қолданылады. 

           6.4–теорема.    1
sin

lim
0


 x

x

x
   (бірінші тамаша шек). 

           6.5–теорема.    еx x

x




1

0
)1(lim  (екінші тамаша шек) 

немесе e
n

n

n



)

1
1(lim     (екінші тамаша шек). 

           Бҧл 1  тҥріндегі анықталмағандықты шешу ҥшін қолданылатын тәсіл.   

          xу alog  функциясында ea   болса, онда xy ln - натурал логарифм деп аталады.     

Mexe
x

x  lg,lnlg
10ln

ln
lg - ауысу модулі. 

           Сонда 302585,2
1

,lg
1

ln,lnlg 
M

x
M

xxMx . 

           Бір жақты шектер. Айталық, f  функциясы  dc,  жарты интервалында, мҥмкін 

 dca ,  нҥктесінде де, анықталған дейік. 

           6.16–анықтама. Егер x  айнымалысы a - дан кіші мәндер қабылдап a  санына 

ҧмтылғанда )( хf  функциясы 1в - ге ҧмтылса, онда былай белгіленеді: 1
0

)(lim вxf
аx




 және 

1в - ді )( хf  функциясының a  нҥктесіндегі сол жақ шегі деп атайды. Егер x  айнымалысы 

a  санынан тек ҥлкен мәндер қабылдап a - ға ҧмтылса, онда былай белгіленеді 

2
0

)(lim вxf
аx




 және 2в - ні )( хf  функциясының  a  нҥктесіндегі оң жақ шегі деп атайды. 

                    
                                6.11 Сурет 
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6.5 Ақырсыз кішкене және ақырсыз үлкен шамалар 

6.16–анықтама. Егер  0)(lim 


x
аx
  немесе 0)(lim 


x

x
  болса, онда )( х   функциясы 

ақырсыз кішкене функция деп аталады. (символмен былай белгіленеді: 

0)(lim)()(,0 


xxax
ax

 ) 

6.6–теорема. Егер )( xfy   функциясын )(),( ххвy  - ақырсыз кішкене шама, 

тҥрінде жазуға мҥмкін болса, онда ахвy  (lim  немесе х ). Керісінше  вy lim  

болса, онда  0,  вy   тҥрінде жазуға болады. 

6.7–теорема. Егер )( х  ақырсыз кішкене шама болса, яғни  0)( х ,  онда  
)(

1

х
  

ақырсыз ҥлкен шама деп аталады,   
)(

1

х
.  

                                    0)(lim 


x
аx
 ,  онда  

 )(

1
lim

xаx 
. 

 

6.8-теорема. Екі, ҥш немесе белгілі бір санға дейінгі ақырсыз кішкене шамалардың 

алгебралық қосындысы да ақырсыз кішкене шама болады. 

6.9-теорема. Ақырсыз кішкене шама )( х  -тің шектелген )( xzz   функциясына 

кӛбейтіндісі де ақырсыз кішкене шама болады (символ арқылы 

0lim)()(,,0,0 


zxzxaxMzМ
ax
 ). 

6.10-теорема. Ақырсыз кішкене шама )( х -тің )( xz , 0)(lim 


xz
аx

 функциясына қатынасы  

)(

)(

хz

х
 да ақырсыз кішкене шама болады. 

 

6.6 Ақырсыз кішкене шамаларды салыстыру 

 ,,,  - ақырсыз кішкене шамалар болсын. 

           6.17–анықтама. Егер 



 қатынасының шегі ақырлы және нӛлге тең емес болса, 

яғни 0lim  A



 болса, онда ақырсыз кішкене   және   шамалары бірдей ӛлшемді 

ақырсыз кішкене шамалар деп аталады. 

6.18–анықтама. Егер екі ақырсыз кішкене шамалардың қатынасы 0



, яғни 









(lim0lim ) болса, онда   ақырсыз кішкене шамасы  - ға қарағанда жоғарғы 

ретті ақырсыз кішкене шама деп аталады. 

6.19–анықтама. Егер 0lim  A
k


 болса, онда   ақырсыз кішкене шама мен k  

ақырсыз кішкене шамалары бірдей ӛлшемді ақырсыз кішкене шамалар деп аталады. 

6.20–анықтама. Егер 1lim 



 болса, онда   және   эквивалент ақырсыз кішкене 

шамалар деп аталады. 

6.11–теорема. Егер   мен   эквивалент ақырсыз кішкене шамалар болса, онда олардың 

айырымы      мен  - ға қарағанда жоғарғы ретті ақырсыз кішкене шамалар болады. 



 36 

6.12–теорема. Егер    айырымы   мен  - ға қарағанда жоғарғы ретті ақырсыз 

кішкене шама болса, онда   және   эквивалент ақырсыз кішкене шамалар болады. 

Ескерту.  Егер 



lim - шегі жоқ болса және шексіздікке ҧмтылса, онда   мен   

салыстырылмайды дейді. 

 

6.7 Эквивалент ақырсыз кішкене шамалар. Оларды шекті  

есептеуде қолдану 

           Егер  1lim 



 болса, онда   және   эквивалент ақырсыз кішкене шамалар деп 

аталады. )(    

 )( х  функциясы ах  ақырсыз кішкене шама  0)(lim 


x
ax
  болсын. 

 Эквивалент ақырсыз кішкене шамаларды қарастырайық. 

1. )()(sin xx   .                                7.  
2

))((
)(cos1

2x
x


  . 

2. )()( xxtg   .                                  8.  axaa x ln)(1)(  . 

3. )()(arcsin xx   .                            9.  )(1)( xe x   . 

4. )()( xxarctg   .                        10. )(1))(1( xax a   . 

5. 
a

x
xa

ln

)(
))(1(log


  .               11. 

n

x
xn

)(
1)(1


  . 

6. )())(1(ln xx   .                            12. )(

)(

)(
1

))(1( х

x

х еx 



  . 

 

      Эквивалент ақырсыз кішкене шамаларды пайдаланып шекті табады. 

 

17-мысал.        5
5

lim
0

05sin
lim

00


 x

x

x

x

xx
. 

18-мысал.        
7

3

7

3
lim

0

0

)71ln(

3arcsin
lim

00


  x

x

x

x

xx
. 

19-мысал.        0
2

9
lim2

)3(

lim
0

0

1

3cos1
lim

0

2

00








x

x

x

e

x

xx
xx

. 

20-мысал.          )()1)(()(
lim

1

1)(
)(lim xVxU

ax

xV

аx
e

xU
xU 







 . 

 

6.8 Функцияның нүктедегі және аралықтағы үзіліссіздігі 

           )( xfy   функциясы берілсін. Xx 0 - анықталу облысы болсын. 

           6.21–анықтама. Егер  

                                           )()(lim 0
0

xfxf
xx




                                                      (6.1) 

болса, онда )( xf  функциясы 0x  нҥктесінде ҥзіліссіз функция деп аталады. 

0

lim0
xx

xx


   болғандықтан  )lim()(lim
00

xfxf
xxxx 

 , яғни ҥзіліссіз функция ҥшін шекке 

кӛшкенде lim""  символы мен функция сипаттамасы "" f  символының орындарын 

алмастырып жаза беруге болады. 
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           Егер  (6.1) теңдікте )( 0xf  санын теңдіктің сол жағына кӛшіріп және одан шек 

алатын болсақ, сонымен бірге 0хх  және 00  хх  шарттарының мәндестігін 

ескерсек, онда  

                                                0)()(lim 0
00




xfxf
xx

                                       (6.2) 

0xx   айырмасын аргумент ӛсімшесі деп атап, хxx  0  деп белгілейік. Сонда  

хxx  0 , ал  )()()()()( 0000 xfxfxxfxfxf  - функцияның 0x   нҥктесіндегі 

сәйкес ӛсімшесі. 

           Сонда (6.2)  теңдік мына тҥрде жазылады: 

 

                                               0)(lim 0
0




xf
х

.                                                      (6.3) 

 

           Бҧдан нҥктедегі ҥзіліссіз функция ҥшін аргументтің ақырсыз кішкене ӛсімшесіне 

функцияның сол нҥктеде ақырсыз кішкене ӛсімшесі сәйкес келетіндігі шығады. 

           Бірінші анықтама мынадай ҥш шарттың орындалуымен мәндес деп саналады: 

           а) 0x  нҥктесі ӛзінің қандай да бір маңайымен қоса Х  анықталу облысына тиісті 

болады; 

           ә) 0x   нҥктесінде функцияның бір жақты шектері бар болады және олар  ӛзара тең, 

яғни  

 

                                               )(lim)(lim
00 00

xfxf
xxхх 

 ;                                         (6.4) 

 

           б) функциясының бір жақты шектері оның осы 0x  нҥктесіндегі мәніне  

 

                                              )()0()0( 000 xfxfxf                                     (6.5) 

тең болады. 

           6.22–анықтама.  Егер  

                                         )()(lim 0
00

xfxf
õõ




       






 


)()(lim 0
00

xfxf
xx

               (6.6) 

 

теңдігі орындалса, онда f  функциясы 0x  нҥктесінде сол (оң) жақты ҥзіліссіз функция 

деп аталады. 

           6.23–анықтама. Егер f  функциясы қандай да бір аралықтың әрбір нҥктесінде 

ҥзіліссіз болса, онда ол сол аралықта ҥзіліссіз функция деп аталады. 

           6.24-анықтама. Егер кез келген 0  саны ҥшін оған тәуелді 0  саны табылып, 

 0xx  шартын қанағаттандыратын барлық x  ҥшін  )()( 0xfxf  теңсіздігі 

орындалса, онда 0x  нҥктесінде f  функциясы ҥзіліссіз деп аталады (символдар арқылы 

0)(0      )()( 00 xfxfxx   0x  нҥктесінде f - ҥзіліссіз). 

           6.13–теорема. Егер )(1 xf  және )(2 xf  функциялары 0x  нҥктесінде ҥзіліссіз болса, 

онда осы нҥктеде мына функциялар да 0)(,
)(

)(
),()(),()( 2

2

1
2121  xf

xf

xf
xfxfxfxf  ҥзіліссіз 

болады. 



 38 

           6.14–теорема. Егер )(xuu  функциясы 0xx   нҥктесінде ҥзіліссіз болып, ал )(Mf  

функциясы )( 00 xuu   нҥктесінде ҥзіліссіз болса, онда  )(xuf  кҥрделі функциясы 0x  

нҥктесінде ҥзіліссіз болады. 

           6.15–теорема. Кез келген элементар функция анықталу облысының әрбір 

нҥктесінде ҥзіліссіз болады. 

 

6.9 Кесіндіде үзіліссіз болатын функциялардың қасиеттері 

           6.16–теорема (ҥзіліссіз функцияның кез келген аралық мәнді қабылдауы туралы 

Коши теоремасы). Егер f  функциясы  ва,  кесіндісінде ҥзіліссіз болып және 

  )(,)( вfaf  теңдіктері орындалса, онда   мен   сандарының арасында 

орналасқан кез келген   саны ҥшін а  мен в  нҥктелерінің арасынан ең болмаса бір с  

нҥктесі табылып, )(cf  теңдігі орындалады. 

           Салдар (ҥзіліссіз функциясының нӛлдік мән қабылдауы туралы). Егер f  

функциясы  ва,  кесіндісінде ҥзіліссіз болып, кесіндінің ҧштарында таңбалары әр тҥрлі 

мәндер қабылдаса (яғни 0)()(  вfaf ), онда а  мен в  нҥктелерінің арасынан ең болмаса 

бір с  нҥктесі табылып, ол нҥктеде f  функциясы нӛл мәнін қабылдайды.  

          6.17–теорема (ҥзіліссіз функциясының шектелгендігі туралы). Егер f  функциясы 

 ва,  кесіндісінде ҥзіліссіз болса, онда кесіндіде ол шектелген функция болады. 

           6.18–теорема (экстремал мәндерге жету туралы). Егер f  функциясы  ва,  

кесіндісінде ҥзіліссіз болса, ол осы кесіндіде ӛзінің дәл жоғары және дәл тӛменгі 

шекарасын қабылдайды. 

  

6.10 Үзіліс нүктелері және оларды классификациялау 

           6.25–анықтама. Функцияның ҥзіліссіздік қасиеті орындалмайтын нҥктелері осы 

функцияның ҥзіліс нҥктелері деп аталады. 

           Функцияның әрбір ҥзіліс нҥктесінде оның ҥзіліссіздігінің кемінде бір шарты 

бҧзылады. Осы шарттардың бірі болмаса бірі орындалмауына қарай ҥзіліс нҥктелері 

былайша классификацияға бӛлінеді: 

            а) бірінші текті үзіліс. Егер  0x   нҥктесінде  f   функциясының сол жақты және оң 

жақты шектері бар болып, бірақ олар бір-біріне тең болмаса, немесе олар бір-біріне тең, 

бірақ олар 0x  нҥктесіндегі функцияның мәніне тең емес, немесе )( 0хf  анықталмаған болса, 

онда 0x  нҥктесі f  функциясының бірінші текті ҥзіліс нҥктесі деп аталады. 

                     
                             6.12 Сурет 

.)0()0(,)0(,)0( 12002010  ввxfxfвxfвxf  

21 вв     0x  нҥктесінде  1- ші текті ҥзіліс; 



 39 

           ә) екінші текті үзіліс. Егер 0x  нҥктесінде алынған f  функциясының бір жақты 

шектерінің кемінде бірі шексіз болып, не тіпті ол болмаса, онда сол 0x  нҥктесі f   

функциясының екінші текті ҥзіліс нҥктесі деп аталады. 

 

                           
                   6.13 Сурет                                                    6.14 Сурет 

          
                   6.15 Сурет 

 

           6.26–анықтама. Егер f  функциясы бҥкіл  ва,  кесіндісінде анықталған болып 

және де кесіндінің, мҥмкін бірінші текті ҥзіліс болатын саны шектеулі нҥктелерден басқа 

барлық ішкі нҥктелерінде ҥзіліссіз болса, мҧнымен қоса а  нҥктесінде оң жақты ҥзіліссіз, 

ал в  нҥктесінде сол жақты ҥзіліссіз болса, онда f  функциясы   ва,   кесіндісінде ҥздікті 

ҥзіліссіз функция деп аталады. 

 

dу -ті табайық.                             

          )( xfу   функциясы  ва,  кесіндісінде, ал )( tх   функциясы   ,  кесіндісінде 

анықталған болсын. Онда кҥрделі функцияның дифференциалы 

            

           7 Функция туындысы 

7.1 Функция туындысының анықтамасы 

      )( xfy   функциясы ),( ва  интервалында анықталған болсын. Осы интервалдан 

хх 0  нҥктесі шықпайтындай етіп, 0х  аргументіне 0 х  ӛсімшесін берейік. Сонда 

)( xfy   функциясының 0х  нҥктесіндегі сәйкес ӛсімшесі 

                )()()( 000 xfxxfxfу      

болады. 

           7.1–анықтама. )( xfy   функциясының 0х  нҥктесіндегі туындысы деп х  нӛлге 

ҧмтылғанда функция ӛсімшесінің аргумент ӛсімшесіне қатынасының шегін айтады. 

)( xfy   функциясының 0х  нҥктесіндегі туындысын )( 0xf   немесе )( 0xу  деп белгілейді 
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x

xfxxf

x

y
xf

xx 











)()(
limlim)( 00

00
0 .                     (7.1) 

Егер )( xfy   функциясының ),( вa  интервалдың әрбір x  нҥктесінде туындысы бар болса, 

онда ол туынды x  аргументінің функциясы болып табылады және оны  

                                         )(
)(

xfy
xd

xfd

xd

yd
   

деп белгілейді. 

Туынды табу амалы функцияны дифференциалдау деп аталады. Сонымен, функция 

туындысын табу ҥшін: 

а) аргумент x -ке  х  ӛсімшесін береді; 

ә) осыған сәйкес y  функция ӛсімшесін табады; 

б) 
x

y




 қатынасын табады; 

в) осы қатынастың  0 х   шегін табады. 

 

7.2 Туындының геометриялық және механикалық мағынасы 

а) туындының геометриялық мағынасы. Алдымен қисық сызыққа жҥргізілген 

жанаманың анықтамасын келтірейік. 

           ),( вa  интервалында анықталған және ҥзіліссіз )( xfy   функциясының графигін 

қарастырайық.  

),( вa  хвах  ),,(0 - ӛсімше.     

))(;()),(( 00000 xxfxxMxfхМ   

 

          7.2-анықтама. )( xfy   қисығына 0М  

нҥктесінде жҥргізілген жанама деп графиктің М  

нҥктесі оның 0М  нҥктесіне ҧмтылғандағы )0(  х  

қиюшысының шектік орны (егер ол бар болса) ТМ 0  

тҥзуін атайды. 

                7.1 Сурет 

 

           Егер )( 0xf   туындысы бар болса, онда )( xfy   қисығы графигінің ))(,( 000 xfхМ  

нҥктесінде ТМ 0  жанамасын жҥргізуге болады. Сонда 0 х  жағдайда 

                                       0000  tgtgТМММ  , 

 

           мҧндағы   мен 0  сәйкесінше OX  ӛсімен )( 0MМ  қиюшысы және )( 0TМ  жанамасы 

жасайтын бҧрыштар. 

 

 .),()()(, 0000

0

xPMxfxfxxfMP
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tg   
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
      0   болғандықтан  

 ktgtgtg
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xf
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xxx
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0 limlim

)(
lim)(   
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 )( xfy   функциясының ),( 00 ух  нҥктесіндегі жанамасының теңдеуі  

                                            )()( 000 xxxfуy  ,  

болады, мҧндағы  )( 00 xyy  . 

          Егер осы жанамаға ),( 00 ух  нҥктесінде перпендикуляр жҥргізсек, онда осы тҥзуді 

нормаль тҥзу деп атайды және оның теңдеуі 

                                      )(
)(

1
0

0

0 xx
xf

yу 


   

болады. 

ә) туындының механикалық мағынасы 

           )(tfS   функциясының М  материалдық нҥктесінің тҥзу бойымен қозғалысының 

заңдылығын ӛрнектейтін болсақ, яғни S  жолы t  уақыт аралығындағы O  нҥктесінен М  

нҥктесіне дейінгі жҥрген жол. 

  ttt ,  аралығында жҥрген жолы     )()( tfttfS   болса,  

онда осы аралықтағы орташа жылдамдығы    
t

S
Vop




 , 

ал t  уақыт аралығындағы лездік жылдамдығы    )(lim
0

tf
t

S
V

t








. 

7.3 Дифференциалдаудың негізгі ережелері 

Егер )(),( xvvxuu   функцияларының x  нҥктесінде шенелген туындылары бар 

болса,онда 

1. vuvu  )( . 

2. vuvuvu  )( . 

3. 
2v

vuvu

v

u 












. 

дербес жағдайда            ucuc  )(  ,       
2

c c

v v



 

  
 

, 

мҧндағы  constс  . 

           7.1-теорема. Егер )( xfy   функциясы 0x  нҥктесінде дифференциалданатын 

функция болса, онда сол нҥктеде функция ҥзіліссіз болады. 

           7.2-теорема. Егер  )( хuu    функциясының x  нҥктесінде туындысы бар және 

)(uFy   функциясының сәйкес u  нҥктесінде туындысы бар болса, онда ))(( хuFy   

кҥрделі функциясының  x   нҥктесіндегі туынды бар және ол  

 

  )()())(( xuufxuf 
  

формуламен анықталады. 

           Дербес жағдайда  )(, bxkfybxku   болса, онда  )(uFky    болады. 

           7.3-теорема. Егер )( xfy   функциясының x  нҥктесінде нӛлге тең емес 

0)(  xfy  туындысы бар болса, онда сол x -ке сәйкес )( 00 xfy   нҥктесінде оған 

кері )( ух   функциясының туындысы бар болады және ол 

                                                  
)(

1
)(

xf
yxy


   

тең болады. 
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7.4 Негізгі элементар функциялардың туындылары 

      1. 0с                            8. 
x

xctg
2sin

1
)(                    15. 

21

1
)(

x
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      2. 1х                           9. naaa xx )(                         16. 
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1
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x
xarcctg


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      3. 1)(  nn xnх              10. xx ee )(                                 17. xchxsh )(  

      4. 
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)(log                     18. xshxch )(  

      5. xx cos)(sin               12. 
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x
1

)(ln                                 19. 
xch

xth
2

1
)(   

      6. xx sin)(cos             13. 
21

1
)(arcsin

x
x


            20. 

xsh
xcth

2

1
)(   

      7. 
x

xtg
2cos

1
)(             14. 

21

1
)(arccos

x
x


  

 

          Осы кестеден кейбір формулаларды дәлелдейік. Мысалға:  

а) .0,1,  ааaу x  

Егер  x -тің ӛсімшесі х  болса, онда 

   

                                        )1(   ххххх аааау . 

                                        naa
x

а
a

x

y x
х

x

x

x









 



1
limlim

00
   

 

яғни .)( naaa xx   

Дербес жағдайда:   хх еуеу  , ; 

ә) .0,1,log  ааxу a  

           Логарифмдік функция кӛрсеткіштік 
хау  функциясына кері функция 

болғандықтан, кері функция туындысының формуласын қолдансақ, мына теңдік 

орындалады 

 

                                 
axaaax

xу
yy

y

aх
ln

1

ln

1

)(

11
)(log 





 . 

 

Сонымен  ,log xу a  
nax

xa


1
)(log  . 

 

 

7.5 Логарифмдік туынды 

а) 0)(  xfy  функциясы берілсін. Бҧл функцияның екі жағын да логарифмдеп, соңынан 

туынды аламыз. 
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  ;)(ln)()(

)(

)(
))((ln)(lnln









xfxfxfy

xf

xf
xfxfy

 

 

ә) 1,0,  aаау х  функциясы берілсін. Осы теңдіктің екі жағын да логарифмдесек, 

онда axy lnln   теңдігін аламыз. Екі жағын да дифференциалдасақ    

 

                                   aayayyay
y

x lnlnln
1

  

 

кӛрсеткіштік функция туындысы шығады; 

б)   0)(,)()(
)(

 xUxUxF
xV

 функциясынан туынды алайық. Берілген функцияның екі 

жағын да логарифмдейік. 

 

         .
)(

)(
)()(ln)(

)(

)(
)(ln)()(ln

xU

xU
xVxUxV

xF

xF
xUxVxF





  

Сонда 

 

                        .
)(

)(
)()(ln)()()(

)()(








 




xU

xU
xVxUxVxUxU

xVxV  

Ескерту: y
y

y 
1

)(ln  туындысын логарифмдік туынды дейді, мҧндағы )( xyy  . 

 

7.6 Айқын емес және параметрлік түрде берілген функция туындылары 

           Егер у  пен x  айнымалылары арасындағы тәуелділік 0),( yxF  теңдеуімен айқын 

емес тҥрде берілсе, онда хy  туындысын табу ҥшін теңдеудің екі жағын, у - ті x - тің 

функциясы деп алып, дифференциалдау керек. Содан соң шыққан теңдеуден хy  

туындысын табу керек. 

           Егер  4),( 22  ухyxF  болса, онда туындысы тең болады 

                                          ,022  уух осыдан    
у

х
у  . 

у - тің x - ке тәуелділігі  t   параметрі арқылы    
 








вatty

tx

,),(

),(




 

                                           

тҥрінде берілсін және    )(, tt    функцияларының туындылары бар болсын. 

           7.6-теорема. Егер )( t , )( t  туындылары бар және 0)( t  болса, онда 

)( xfy   функциясы x  нҥктесінде дифференциалданады және 0, 



 t

t

t
х x
x

у
у  теңдігі 

орындалады. 

21-мысал.   y = sin x
2
 ,                .cos2cos 222 xxxxу 


    

22-мысал.   ,
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23-мысал.    ,3ln 3  xy              
 

3

3ln3
3ln3ln3

2
2









x

x
xxy . 

7.7 Дифференциал және оның қолданылуы 

7.3-анықтама. Егер f  функциясының x  нҥктесіндегі y  ӛсімшесін  

 

                                                   
0

)(0



x

xxAy                                              (7.2) 

 

( A  шамасы x - ке тәуелді емес, бірақ x - ке тәуелді) тҥрінде ӛрнектеуге болатын болса, 

онда оны осы x  нҥктесінде дифференциалданатын функция деп атайды. Бҧл теңдіктегі 

)(0 х  шамасы 0х  ҧмтылғанда x - ке салыстырғанда жоғары ретті ақырсыз кішкене 

шама, яғни 

 

                                                  0,0
)(0





х

х

х
. 

 

(7.2) теңдіктегі бірінші қосылғыш x - ке пропорционал және оған сызықты тәуелді, ал 

екінші )(0 х  қосылғыш x - ке салыстырғанда жоғары ретті ақырсыз кішкене. Осыған 

байланысты )( xfxА  x  шамасын 0х  ҧмтылғанда функция ӛсімшесінің басты 

мҥшесі дейді және ол функцияның x  нҥктесіндегі дифференциалы немесе бірінші 

дифференциалы деп аталады да )(, xdfdy  символдарының бірімен белгіленеді:  

xxfxdfdy  )()( . 

           )( xfу   функциясының 0x  нҥктесіне x  ӛсімше берген кездегі 

дифференциалының геометриялық мағынасы – функция графигіне ))(,( 000 xfхМ  

нҥктесіне жҥргізілген жанаманың ординатасы болып табылады, ал функция ӛсімшесі  

у - функция ординатасы, яғни 

 

                             )()(,)( 000 xfxxfydxxfdy  . 

 

           Егер  )( xf  және )( xg  дифференциалданатын функциялар деп болжайтын болсақ, 

онда мына формулаларды жазуға болады 

 

а) )()())()(( xgdbxfdaxbgxfad  ; 

ә) )()()()())()(( xgdxfxgxfdxgxfd  ; 

б) 0)(,
)(

)()()()(

)(

)(
2












xg

xg

xgdxfxgxfd

xg

xf
d  

 

теңдіктері орындалады. 

           Функция дифференциалы функция мәнін жуықтап есептеуде жиі қолданылады. Ол 

ҥшін дифференциалдың анықтамасы бойынша  

 
                  dyxxfxfxfxfxxfу  )()()()()( 0000  

 

теңдігінен                        xxfxfxf  )()()( 00  

теңдігін алып, кез келген функцияның x  нҥктесіндегі мәнін жуықтап есептеуге болады. 
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           Бірінші ретті дифференциал инвариантты, яғни сыртқы тҥрін сақтайды. )( xfу   

функциясының бірінші ретті дифференциалы dxxfуd )(  болса,  )( tfу   кҥрделі 

функциясының бірінші ретті дифференциалы 

         dtxdxdxxfdydxydtxydtxydtydy txtxtxt
 ,)(,)()(  

 

теңдігін аламыз. 

7.8 Жоғарғы ретті туындылар мен дифференциалдар 

           Берілген )( xfу   функциясының туындысы )( xfу   тәуелсіз айнымалы x - тің 

функциясы болады. 

)( xf  - бірінші ретті туынды деп аталады. 

Бірінші ретті туындыдан алынған туынды - екінші ретті туынды, сол сияқты )1( n - ші 

ретті туындыдан алынған туынды - n - ші ретті туынды деп аталады және сәйкес мына 

тҥрде жазылады 

         )()(,),())((),( )()1()( xfxfyxfxfyxfy nnn 


  . 

vuy  , мҧндағы  )(),( xvvxuu    болсын. Онда  
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Бҧдан  vuy   - кӛбейтіндінің жоғарғы ретті туындысын    )( n
ва  - Ньютон биномы 

жіктелуі формуласы бойынша алуға болатындығын кӛреміз. Сонымен, 
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     Бҧл формула кӛбейтіндінің жоғарғы ретті туындысы ҥшін Лейбниц формуласы деп 

аталады. Сонымен 
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k

nС  - биномдық коэффициент. 

     Егер функция параметрлік тҥрде берілсе, яғни  
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бҧл функцияның бірінші ретті туындысы 
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 , ал екінші ретті туындысы 
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формуласымен есептелінеді.  
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24-мысал.   tax 3cos  ,  tay 3sin  параметрлі тҥрде берілген функцияның бірінші және 

екінші ретті туындыларын табу керек. 
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cossin3

1

sincos3

sec

cos












 . 

           Жоғарғы ретті туындыларға сәйкес, функцияның бірінші ретті дифференциалынан 

алынған дифференциал – екінші, ал екінші ретті дифференциалдан алынған 

дифференциал – ҥшінші, сол сияқты )1( n - ші ретті дифференциалдан алынған 

дифференциал n - ші ретті дифференциал деп аталады. 

           Егер )( xfу   функциясының  n - ші ретті туындысы болса, онда 

 

        dxxfxdfdy )()(  ; 

        222 )())(())(()( dxxfdxdxxfdxxfdxfdyd  ; 

        333 )()( dxxfxfdyd  ; 

        nnnn dxxfxfdyd )()( )(  

 

теңдіктерін аламыз. 

           Айталық, )(),( tхxfу   - кҥрделі функция болсын.  tx xfу  , ал xdfуd x
  

бірінші дифференциал ҥшін инварианттық қасиет орындалады, ал жоғарғы 

дифференциалдар ҥшін бҧл қасиет орындалмайды. 

 

 xdxfdxxfdxdxfdxxfddxxfdxfdyd xxxxx

2222 )()()()()())(()(   

 

теңдігі шығады. 

 

            7.9 Дифференциалдық есептеудің негізгі теоремалары 

  Туынды ҧғымы функцияларды зерттеу кезінде, олардың графиктерін салуда 

қолданылады. Туындыны қолдана білу ҥшін біз дифференциалдық есептеудің бірнеше 

негізгі теоремаларымен танысуымыз керек. 

            Ферма теоремасы.  Егер  ва,   сегментінде дифференциалданатын )(xfy    

функциясы осы сегменттің ішінде жатқан бір 0x нҥктесінде ӛзінің ең ҥлкен немесе ең кіші 

мәнін қабылдаса, онда оның туындысы 0x нҥктесінде нӛлге тең болады, яғни .0)( 0  xf  

           Ролль теоремасы.   Егер  ва,   сегментінде ҥзіліссіз )(xf   функциясы   ва,  

интервалында дифференциалданатын болса және )()( вfaf   орындалса, онда  ва,   

интервалында жатқан ең болмағанда бір    нҥктесінде функцияның туындысы нӛлге тең 

болады, яғни .0)(  f  

          Лагранж теоремасы. Егер  ва,   сегментінде ҥзіліссіз )(xf   функциясы   ва,   

интервалында дифференциалданатын болса, онда ))(()()( авfafвf     теңдігі 

орындалатын  ва,   интервалынан ең болмағанда бір    нҥктесі табылады. 
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          Коши теоремасы.  Егер  ва,   сегментінде ҥзіліссіз )(xf  және )(х  функциялары  

 ba,  интервалында дифференциалданатын болса және 0)(  х  болса, 
)(

)(

)()(

)()(





 






 f

ав

afвf
 

теңдігі орындалатын,  ba,  интервалынан ең болмағанда бір    нҥктесі табылады.  

          Лопиталь ережесі.. f(x) және g(x) функциялары [a;b] сегментінде Коши 

теоремасының шартын қанағаттандырса, әрі  f(a)=g(a)=0 болса, онда егер 
ax

lim
)(

)(

xg

xf




 шегі 

бар болса, 
)(

)(
lim

xg

xf

ax
, шегі де бар болады, әрі      

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 





.  

 

Лопиталь ережесін 










 , 








0

0  тҥрлеріндегі анықталмағандықтарды ашуға қолдануға 

болады. 

   

           Тейлор және Маклорен формулалары 

           y=f(x) функциясының х=а нҥктесінің аймағында (n+1)-ші ретті ((n+1)-шіні қоса 

алғанда) туындыларына дейінгі барлық туындылары бар болсын. Онда  
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функцияның мҧндай жіктелуін Тейлор формуласы, ал Rn(x) Тейлор формуласының 

қалдық мҥшесі деп аталады. 
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            Егер Тейлор формуласында а = 0:  
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- Маклорен формуласы. 

 

 

 

       

 

 

Кейбір элементар функцияларды Тейлор формуласы бойынша жіктеу 
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Тейлор формуласы бойынша жіктелуі белгілі қандайда бір функцияны Тейлор 

кӛпмҥшесімен алмастыра отырып, берілген дәлдіктегі функциясының жуық мәнін табуға 

болады. Тейлор кӛпмҥшесінің дәрежесі, қалдық мҥшенің мәні берілген қателіктің 

мәнінен аспайтындай етіп таңдап алынады. Енді Тейлор кӛпмҥшесінің мәнін есептей 

отырып, е санының жуық мәнін табалық (n=8): 

              .71828,2
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1
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1
11 e     Мҧндағы .103

!9

1 5

8

R  

   

  7.10  Функцияны туындының көмегімен зерттеу  

              Функцияның өсу және кему шарттары 

              7.4-анықтама. Егер 21 хх   теңсіздігін қанағаттандыратын ),( ва  интервалында 

жататын аргумент мәндері ҥшін )( xfу   функциясының мәндері )()( 21 xfxf   

теңсіздігін қанағаттандыратын болса, онда берілген )( xf  функциясы ),( ва  интервалында 

кемімейтін функция деп аталады. 

  7.5-анықтама. Егер 21 хх   теңсіздігін қанағаттандыратын ),( ва  интервалында жататын 

аргумент мәндері ҥшін )( xfу   функциясының мәндері )()( 21 xfxf   теңсіздігін 

қанағаттандыратын болса, онда берілген )( xf  функциясы ),( ва  интервалында ӛспейтін 

функция деп аталады. 

  7.6-анықтама. Егер қатаң  )()()()( 2121 xfxfxfxf   теңсіздіктері орындалатын 

болса, онда функция қатаң ӛсетін (кемитін) функция деп аталады. 

  7.7–теорема. Дифференциалданатын )( xfу   функциясының ),( ва  интервалында 

кемімейтін (ӛспейтін) болуы ҥшін, осы интервалда 

 
                                      )0)((0)(  xfxf  

теңсіздігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. 

 

Экстремум нүктесі. Экстремум бар болуының қажетті және жеткілікті шарттары 

7.8–анықтама. Егер 0х  нҥктесінің );( 00   xх  аймағының ішінде жатқан барлық x - 

тер ҥшін )()( 0xfxf   теңсіздігі орындалса, онда )( xf  функциясының 0х  нҥктесінде 

локальды максимумы бар деп атайды. 

7.9-анықтама. Егер 0х  нҥктесінің );( 00   xх  аймағының ішінде жатқан барлық x -тер 

ҥшін )()( 0xfxf   теңсіздігі орындалса, онда )( xf  функциясының 0х  нҥктесінде 

локальды минимумы бар деп атайды. 

Локальды максимум жєне минимумды біріктіріп локальды экстремум деп атайды. 

7.8–теорема (локальды экстремумның қажетті шарты).  
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Егер дифференциалданатын )( xfу   функциясының 0хх   нҥктеде локальды 

экстремумы бар болса, онда сол нҥктеде 0)( 0  xf  болады. 

           Осы теоремадан 0х  нҥктесінде функцияның экстремумы бар болса, онда ол 

нҥктеде оның туындысы нӛлге тең, не ол нҥктеде туындысы болмауы мҥмкін деген 

қорытынды шығады. 

7.9–теорема  (локальды экстремум болуының жеткілікті шарты).  

           )( xfу   функциясы экстремумы болуы мҥмкін нҥкте мен берілген 0х  нҥктесінің 

белгілі бір маңайында дифференциалданатын, ал 0х  нҥктесінің ӛзінде функция ҥзіліссіз 

болсын. Егер 

 

                                      
 

 ,0)(0)(,

,0)(0)(,
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0





xfxfxx

xfxfxx
 

 

теңсіздіктері орнындалатын болса, онда берілген )( xfу   функциясы 0х  нҥктесінде 

ӛзінің локальды максимумын (минимумын) қабылдайды. 

7.10–теорема. Егер 0х  нҥктесінде  0)(0)( 00  xfxf  теңсіздігін қанағаттандыратын 

кризистік нҥкте болса, онда берілген )( xfу   функциясы 0х  нҥктесінде ӛзінің локальды 

минимумын (максимумын) қабылдайды. 

            7.11-теорема (жеткілікті шарт). Егер 0х  нҥктесінде  )()( 00 xfxf  

0)(,0)(... 0

)(

0

)1(   xfxf nn  және )()( xf n функциясы 0х  нҥктесінде ҥзіліссіз болса, онда 

n  жҧп болып  0)(0)( 0

)(

0

)(  xfxf nn  болғанда, )( xfу   функциясы 0х  нҥктесінде ӛзінің 

жергілікті максимумын (минимумын) қабылдайды, ал n  тақ болса экстремумы 

болмайды.     

  

 

          

 

           Кесіндіде үзіліссіз функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері 

           )( xfу   функциясы  ва,  кесіндісінде анықталған және ҥзіліссіз болсын. 

7.12-теорема. )( xfу   функциясы  ва,  кесіндісінде ҥзіліссіз болса, онда ол осы 

кесіндіде ӛзінің дәл жоғарғы және дәл тӛменгі мәндерін қабылдайды. 

           1. Айталық, )( xfу   функциясы   ва,   кесіндісінде ӛспелі немесе қатаң ӛсетін 

болса, онда оның ең кіші мәні - )()(min afxf
вxa




,  ал ең ҥлкен мәні - )()(max вfxf
вxa




 

болады. 

           2. Егерде )( xf  функциясы   ва,   кесіндісінде кемімелі немесе қатаң кемитін болса, 

онда  )()(min вfxf
вxa




, ал  )()(max аfxf
вxa




  болады. 

           3. )( xfу   функциясы  ва,  кесіндісінде анықталған және ҥзіліссіз, бар функция 

болсын. Функцияның берілген кесіндідегі ең ҥлкен және ең кіші мәндерін табу ҥшін 

келесі амалдар орындалады: 

а) кесіндідегі барлық кризистік нҥктелерін табу керек; 

ә) шеткі ),( вхах   нҥктедегі мәндері, сонымен қатар  ва,  аралығына тиісті болатын 

кризистік нҥктелеріндегі функцияның мәндері есептелінеді; 
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б) осы табылған функция мәндерінің ең ҥлкені  ва,  аралығындағы функцияның ең ҥлкен 

мәні болып, ал ең кішісі – ең кіші мәні болып табылады. 

 

Функцияның дөңестігі, ойыстығы және иілу нүктелері 

)( xfу   дифференциалданатын функциясы берілсін және )( xf  қисығының кез келген 

нҥктесінде жанамасы бар болсын. 

7.9-анықтама. Егер 0х  нҥктесінің кез келген аймағында қисық ӛзіне жҥргізілген 

жанамадан жоғары (тӛмен) жататын болса, онда қисықты сол аймақта ойыс (дӛңес) деп 

атайды. 

7.10-анықтама. Қисықтың ойыс жағын, дӛңес жағынан бӛлетін нҥктені – иілу нҥктесі 

деп атайды. 

               

                                 

 

 

 

 

                              7.2 Сурет 

 

7.13–теорема. Егер )( xf  функциясы 0х  нҥктесінде екі рет дифференциалданатын және  

 
                              0)(0)( 00  xfxf             

 

болса, онда берілген функция 0х  нҥктесінде ойыс (дӛңес) болады. 

7.14–теорема (иілу нҥктесінің қажетті шарты). 

 Егер 0х  нҥктесінде )( xf  функциясының ҥзіліссіз екінші ретті туындысы бар және 0х  

иілу нҥктесі болса, онда 0)( 0  xf . 

7.15–теорема (иілу нҥктесінің бірінші жеткілікті шарты).  

Егер 0х  нҥктесінің  - маңайында екі рет дифференциалданатын және 0х  нҥктесінде 

ҥзіліссіз болатын )( xfу   функциясы ҥшін 

 

                                            
 

 ,0)(0)(,

;0)(0)(,

000

000


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xfxfxx

xfxfxx
 

 

теңсіздіктері орындалатын болса, онда 0х  нҥктесі берілген функцияның иілу нҥктесі 

болады. 

7.16–теорема (иілу нҥктесінің екінші жеткілікті шарты). 

Егер )( xf  функциясы 0х  нҥктесінде ҥзіліссіз ҥшінші ретті туындысы бар және  

                                            0)(,0)( 00  xfxf  

 

болса, онда 0х  берілген функцияның иілу нҥктесі болады.                                           

 

Қисық асимптоталары 
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           Берілген )( xf  функциясын  хх ,  кездегі және ҥзіліс нҥктелеріндегі 

тәртібін зерттеу нәтижесінде функция графигі белгілі бір тҥзуге мейілінше жақындауы 

байқалатын кездері болады. Осындай тҥзулер функцияның асимптоталары деп аталады. 

Асимптоталар тік, кӛлденең, кӛлбеу болып бӛлінеді. 

1. Тік асимптоталар. Егер )( xf  функциясының 0хх  кездегі екі жақ шектерінің ең 

болмағанда біреуі шексіздікке тең, яғни 

 
                                           


)(lim

00

xf
хx

 

 

болса, онда   0хх   тҥзуі функция графигінің тік асимптотасы деп аталады. 

2. Көлденең асимптоталар. Егер )( xfу   функциясының  х   немесе  х   

кездегі шегі шектелуі (ақырлы) санға тең, яғни 

 
                                            Axf

x
x






)(lim

)(

 

 

болса, онда  Ay    тҥзуі берілген функция графигінің кӛлденең (горизонталь) 

асимптотасы деп аталады. 

3. Көлбеу асимптоталар. Егер )( xfу   функциясын )( хвkxy   тҥрінде жазуға 

болатын болса, онда )0(  kвkxy  тҥзуі берілген функция графигінің кӛлбеу 

асимптотасы деп аталады. Мҧндағы х  )( х  кезде 0)( х - ақырсыз кішкене 

шама. 

7.17–теорема. Берілген )( xfу   функциясы графигінің х )( х  кездегі кӛлбеу 

асимптотасы  )0(  kвkxy   тҥзуі болуы ҥшін 
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ақырлы шектерінің бар болуы қажетті және жеткілікті. 

 

Функцияны зерттеудің жалпы сұлбасы және графигін салу 

     )( xfу   функциясын толық зерттеп, оның графигін салу ҥшін мынадай 

нҧсқаулардың кӛмегі болуы мҥмкін: 

а) функцияның анықталу аймағын және ҥзіліс нҥктелерін анықтау; 

ә) функцияның ӛзгеру облысын табу; 

б) функцияның координата ӛстерімен қиылысу нҥктелерін, таңба тҧрақтылық аралығын 

табу; 

в) функцияның тақтығын, жҧптығын және периодтылығын анықтау; 

г) функцияның экстремумдарын тауып, ӛспелі және кемімелі болатын 

аралықтарын табу; 

д) функцияның ойыс, дӛңес болатын аралықтарын, иілу нҥктелерін табу; 

е) функцияның асимптоталарын табу; 

ж) алынған мәліметтер бойынша функцияның графигін тҧрғызу. 

      Функцияның сипатына және зерттеудің мақсатына байланысты сҧлба ӛзгеруі және 

пункттермен толықтырылуы мҥмкін. 
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          Ҧсынылған сҧлба бойынша зерттеу салдарында функция туралы алынған 

мәліметтер сондайлық толық және айқын болғандықтан, функцияның графигін байқап 

және оны бірінші рет салу ешқандай айырықша қиындық тудырмайды. Осылайша 

салынған графиктің дәлдігіне, толық еместігіне қарамастан ол график берілген 

функцияның барлық негізгі ерекшеліктерін кескіндейді. Қисықтың кейбір жеке бір жерін 

толық анықтау керек болған жағдайда, бірнеше қосымша нҥктелер қосып, графигін 

айқындауға болады.  

 

           8 Комплекс сандар 

           8.1-анықтама.  biaz   санын комплекс сан дейді, мҧндағы ba, - нақты сандар, 

1i  -жалған бірлік немесе 12 i ,  a  саны z санының нақты бӛлігі, ал b  саны жалған 

бӛлігі деп аталады және оларды былай белгілейді .Im,Re zbza   

           8.2-анықтама.  biaz    және biaz   комплекс сандарын тҥйіндес комплекс 

сандар дейді. 

8.3-анықтама.  111 biaz    және 222 biaz   комплекс сандары ҥшін 2121 , bbaa   тең 

болса, онда  21 zz   болады. 

8.4-анықтама.  z  комплекс саны  0,0  ba  болғанда ғана   нӛлге тең болады, яғни 

0 biaz . 

8.5-анықтама. z  комплекс санының   sincos irz   тҥрін тригонометриялық тҥрде 

берілген комплекс сан дейді, мҧндағы  22 bazr   - комплекс санның модулі, 

a

b
Arctgzarg   - аргументі деп аталады.  

8.6-анықтама. z  комплекс санының ierz   тҥрін кӛрсеткіштік тҥрде берілген комплекс 

сан дейді, мҧндағы    sincos  iei  формуласын Эйлер формуласы деп атайды.  

 

Комплекс сандарға амалдар қолдану 

            а) комплекс сандарды қосу.  111 biaz    және 222 biaz   комплекс сандарының 

қосындысы деп  )()( 212121 bbiaazz   теңдігімен анықталатын комплекс санды 

айтады. 

ә) комплекс сандарды азайту.  111 biaz    және 222 biaz   комплекс сандарының 

айырмасы деп  )()( 212121 bbiaazz   теңдігімен анықталатын комплекс санды 

айтады. 

б) комплекс сандарды көбейту. 111 biaz    және 222 biaz   комплекс сандарының 

кӛбейтіндісі деп  )()( 2121212121 baabibbaazz   теңдігімен анықталатын комплекс 

санды айтады. 

Егер комплекс сандар тригонометриялық тҥрде берілсе, онда 

 )(sin)cos( 21212121   irrzz . 

Ескерту. biaz    және biaz   тҥйіндес комплекс сандарының  кӛбейтіндісі  
222 rbazz    нақты санға тең болады. 

в) комплекс сандарды бөлу. 111 biaz    және 222 biaz   комплекс сандарының бӛліндісі 

деп  
2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121

22

11

2

1

ba

baab
i

ba

bbaa

bia

bia

z

z














  теңдігімен анықталатын комплекс санды 

айтады. 
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Егер комплекс сандар тригонометриялық тҥрде берілсе, онда 

 )(sin)cos( 2121

2

1

2

1   i
r

r

z

z
. 

г) комплекс санды дәрежелеу.   sincos irz   комплекс санының  n  -ші дәрежесі деп 

     ninrir nn
sincossincos   тҥріндегі комплекс санды айтады. Бҧл формуланы 

Муавр формуласы дейді.  Егер 1r  болса, онда       nini
n

s i nc o ss i nc o s   

формуласы шығады. 

ғ) комплекс саннан түбір табу.    sincos irz   комплекс санының  n -ші дәрежелі 

тҥбірі деп    






 





n

k
i

n

k
rir nn




2
sin

2
cossincos  комплекс санын айтады, 

мҧндағы .1,0  nk  

25-мысал.  1 санының куб тҥбірінің барлық мәндерін табу керек. 

Шешуі. 1 санының тригонометриялық тҥрі   .0sin0cos1 i  

        
3

20
sin

3

20
cos0sin0cos1 33  kk

i





 , мҧндағы  .2,1,0k  

Сонда    0k  болғанда  ,11 x 1k  болғанда ,2/32/12 ix  2k  болғанда 

.2/32/13 ix   

 

9 Анықталмаған интеграл 

9.1 Анықталмаған интегралдың анықтамасы мен қасиеттері 

9.1-анықтама. Егер [a;b] кесіндісінің кез келген нҥктесі ҥшін    xfxF   теңдігі 

орындалса, онда  xF  функциясы  xf  функциясының алғашқы функциясы деп аталады. 

 Бір функцияның шексіз кӛп алғашқы функциясы болуы мҥмкін. Олардың бір-бірінен 

айырмасы қандай да бір тҧрақты санға тең.  

                                                     CxFxF  21 . 

 9.2-анықтама.  xf  функциясының анықталмаған интегралы деп келесі ӛрнекпен 

анықталатын алғашқы функциялардың жиынтығы  xF  + C аталады 

және былай белгіленеді 

                                   

                                            CxFdxxf .          

   

Қасиеттері: 

1.        xfCxFdxxf 





                                                                   

2.      dxxfdxxfd                                                                         

3.      CxFxdF                               

4.          dxxwdxxvdxxudxwvu   мҧндағы u, v, w аргумент х-тің функциялары. 

5.       dxxfCdxxÑf       

6. Егер     ,CxFdxxf   онда                 CbkxF
k

dxbkxf 
1

            

           Негізгі интегралдау кестесі  

1. 1,0,
1

1







 



 xC

x
dxx                      10. Cxctgxdx  sinln      
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2. 0,ln  xCx
x

dx
                                    11. C

x
tg

x

dx
 2

ln
sin

 

3. 1,0,
ln

 aaC
a

a
dxa

x
x                          12. C

x
tg

x

dx









 42

ln
cos


 

4. Cedxe xx                                              13.  


Carctgx
x

dx
21

 

5. Cxxdx  cossin                                    13
1
.  


C

a

x
arctg

axa

dx 1
22  

6.   Cxcîsxdx sin                                        14. C
ax

ax

aax

dx







 ln
2

1
22

 

7.   Ctgx
x

dx
2cos

                                         15. Cx
x

dx



 arcsin

1 2
 

8. Cctgx
x

dx
 2sin

                                      15
1
. C

a

x

xa

dx



 arcsin

22
 

9. Cxtgxdx  cosln                                   16. Caxx
ax

dx





2

2
ln  

                  17. CAxx
A

Ax
x

dxAx 
222 ln

22
 

                   18. C
a

xa
xa

x
dxxa  arcsin

22

2
2222  

 

 26-мысал.       Cxxxdxxdxdxxdxxx cos2
3

1
sin21sin2 322 . 

 

 9.2 Айнымалыны алмастыру тәсілі 

           9.1-теорема. Егер   dxxf  интегралын есептеу керек, бірақ алғашқы функциясын 

табу қиын болса, онда  tx   алмастыру жасаймыз    dttdx   

 

                                                 dtttfdxxf  . 

 27-мысал. CxCtdttxdxdtxtxdxx  
32

3

sin
3

2

3

2
cos,sincossin .                  

 28-мысал. CAxCt
t

dt
xdxdtAxt

Ax

xdx


 
22

2
ln

2

1
ln

2

1

2

1
2, . 

 29-мысал.  


CAx
Ax

xdx 2

2
. 

 30-мысал.  


CxA
xA

xdx 2

2
. 

31-мысал.   C
x

C
tt

dt
dtxdxtxdx

x

x

sin

22
cos,sin

sin

cos

33
. 

32-мысал. 
 

   











C
x

x

dx

xx

dx

xx

dx

3

1
arcsin

1921928 222
. 

33-мысал. 
 

 

 

   
    

















493ln

2

5

493
18

493

3
5

493

1835

406

35 2

2222
x

x

dx

x

dxx
dx

x

x
dx

xx

x
 

C
x

x
xxC

x

x












10

4
ln

7

9
406ln

2

5

73

73
ln

7

9 2 . 
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34-мысал. 
     

  

















2222
316

13
316

3
3

316

1393

67

43

x

dx
dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x
 

  C
x

xxC
x

x 






4

3
arcsin13673

4

3
arcsin133163 22 . 

 

             9.3 Бөліктеп интегралдау 

     Интегралдаудың бҧл әдісі дифференциалданатын екі функцияның кӛбейтіндісін 

дифференциалдауға негізделген. Бізге  xuu  ,  xvv  , Õõ  аралығында 

дифференциалданатын функциялар болсын. Осы функциялардың кӛбейтіндісінің 

дифференциалын табайық:   vduudvuvd  . Осы теңдіктің екі жағын интегралдасақ, онда 

 

                                                    vduudvuv . 

Осыдан  

                                                   vduuvudv . 

 

Бҧл формуланы бӛліктеп интегралдау формуласы деп атайды. 

Бӛліктеп интегралдау формуласын пайдалану ҥшін u  және dv  ӛрнектерін қалауымызша 

алуға болмайды. Яғни vdu  ӛрнегін интегралдау udv  ӛрнегін интегралдаудан әлдеқайда 

оңай болуы керек. Кӛп жағдайда интеграл астындағы функция алгебралық және 

трансценденттік функциялар кӛбейтіндісі тҥрінде болып келсе, онда бӛліктеп 

интегралдау формуласы қолданылады.  

                         bxdxxbxdxxdxex kkmxk cos  ,sin  ,   

интегралдарын есептеген кезде kxu   деп таңдап алу керек.  

                                      

                                 xdxarctgxxdxxxdxx mkmkmk   ,arcsin  ,ln  

 

 интегралдарын есептеген кезде сәйкес xarctguxuxu mmm    ,arcsin  ,ln  деп таңдап алу 

керек.  

35-мысал.   










  sinx  v;

cos;
cos2cos

cos;2

sin;
sin 2

2

2

dxdu

xdxdvxu
xdxxxx

xvxdxdu

xdxdvxu
xdxx  

Cxxxxx  cos2sin2cos2 . 

          9.4 Қарапайым бөлшектерді интегралдау 

9.3-анықтама. Келесі берілген тӛрт бӛлшек қарапайым бӛлшектер деп аталады: 

  

I. ;
1

bax 
  II.

 
;

1
m

bax 
   III. ;

2 cbxax

NMx




       IV. 

 ncbxax

NMx





2
 

 

mn,  – натурал сандар ( 2,2  mn ) және 042  acb . 

Алғашқы  екі элементар бӛлшектерден алынған интеграл baxt   алмастыруы арқылы 

қарапайым таблицалық тҥрге келтіріледі. 

 I.          ;ln
1

ln
11

Cbax
a

Ct
at

dt

abax

dx


             
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II.       
      

;
1

1

1

11
11

C
baxma

C
tmat

dt

abax

dx
mmmm










   

III.    III тҥрдегі бӛлшектің интегралын есептеу ҥшін мынадай тҥрлендірулер жасалады:  

 

    


































qpxx

dxAp
Bdx

qpxx

pxA
dx

qpxx

Ap
Bpx

A

dx
qpxx

BAx
2222 2

2

2

2
2

2
 

   




























  qpxx

A

p
q

p
x

dxAp
Bqpxx

A 2

22

2 ln
2

42

2
ln

2
 

C
pq

px
arctg

pq

ApB











22 4

2

4

2
. 

36-мысал.  
   








C

x
arctg

x

dx

xx

dx

4

3

4

1

163256 22
. 

37-мысал. 
 

     


















dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x
dx

xx

x

2356

56
14

2356

465614

486036

2484

453

27
2222

  

 
   





 C

x
arctgx

x

dx

23

56

3

23
2356ln

6

7

2356
46

2

2
. 

 

         9.5 Рационал функцияларды интегралдау  

         Рационал бӛлшектерді интегралдау ҥшін оларды тӛмендегідей элементар 

бӛлшектерге жіктеу керек.  

 

 
         

























qpxx

NxM

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xP

xQ
2

11

2

21

2

21 .........






  

       






srxx

SxR

srxx

SxR

srxx

SxR

qpxx

NxM

qpxx

NxM


























222

22

2

11

222

22 ......... , 

 

мҧндағы Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – тҧрақты сандар. 

           Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si  шамаларының мәндерін анықтау ҥшін белгісіз коэффициенттер 

әдісін қолданыламыз(екі кӛпмҥше тең болуы ҥшін х-тің бірдей дәрежесіндегі 

коэффициенттердің тең болуы қажетті және жеткілікті).  

38-мысал.          
     























dx

x

EDx

x

B

x

A
dx

xxx

xxx

442442

8828309
22

23

. 

 

Ортақ бӛлімге келтіре отырып, алымдарын теңестіреміз: 

 

          8828309424244 2322  xxxxxEDxxxBxxA  

         





















888816

286844

30624

9

EDA

EDBA

EDBA

DBA

                  





















112

143422

66542430

9

EBA

EDBA

BABAE

BAD
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



















3554

50104

4224

9

BA

BA

BAE

BAD

               





















155

50104

4224

9

B

BA

BAE

BAD

          





















2

1

3

5

E

D

B

A

  

   

 Сонымен 

             C
x

arctgxxxdx
x

x

x

dx

x

dx










  2
4ln

2

1
4ln32ln5

4

2

4

3

2

5 2

2
. 

 

          9.6 Иррационал функцияларды интегралдау 

          




































dx

dcx

bax

dcx

bax
xR

s
r

n
m

,...,,  интегралын қарастырайық. Осы интеграл  

kt
dcx

bax





   алмастыруын қолдану арқылы рационал функцияның интегралына 

келтіріледі, мҧндағы k  саны 
s

r
n

m ,...,   бӛлшектерінің ортақ бӛліміне тең. 

39-мысал.       
      








CxarctgCarctgt

t

dt

tt

tdt

txdx

dt
tx

xx

dx
22

1
2

1

2

2

1

2

1
,

1
22

. 

 

            9.7 Кейбір тригонометриялық функцияларды интералдау 

 

                                                  dxxxR sin,cos   

 

 Интегралдың бҧл тҥрін есептеу ҥшін 
2

x
tgt    алмастыруы қолданылады мҧны универсал 

алмастыру деп аталады Бҧл арқылы  xxR sin,cos . Функциясы жаңа t  айнымалысының 

рационал функциясына тҥрленеді. 

                                           arctgtx 2 ,       
21 t

dt
dx


 . 

Тригономатриядан белгілі формулалар бойынша 

                                 
2

222 1

2

2
1

2
2

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

sin
t

t

x
tg

x
tg

xx

xx

x










 , 

                                
2

2

2

2

22

22

1

1

1

1

sincos

sincos
cos

t

t

xtg

xtg

xx

xx
x














  

Сондықтан      ,
1

2

1

1
,

1

2
sin,cos

22

2

2 
















t

dt

t

t

t

t
RdxxxR  

мҧндағы интегралданатын функция t  айнымалысы бойынша рационал функция. 

40-мысал.     
















 4455338

2

5
1

1
3

1

2
4

1

5cos3sin4 222

2

2

2

2

tt

dt

ttt

dt

t

t

t

t

t

dt

xx

dx
 

  









 C
x

tg

C
tt

dt

2
2

1

2

1

2
2
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    Кейбір жағдайларда осындай алмастырулар кҥрделі есептеулерге кездестіреді, 

сондықтан басқа алмастырулар қолдануға болады. Солардың кейбіреулерін 

қарастырайық: 

            1)   xdxxR cossin  болса, онда tx sin  

            2)   xdxxR sincos   болса, онда tx cos  

            3)   dxtgxR      болса, онда ttgx   

            4)   dxxxR cos,sin интегралында xx cos,sin  функциялары тек жҧп дәрежелерімен 

берілсе, онда ttgx  ; 

            5)  xdxx nm cossin ; 

            а) m  тақ болса, онда tx cos ; 

            ә)  n  тақ болса, онда tx sin ; 

            б) mn,  жҧп, теріс емес болса онда 
2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin 22 x

x
x

x





   формулалары 

қолданылады; 

             в) mn,  жҧп, ең болмаса біреуі теріс болса, онда ttgx   немесе 

tctgx  ; 

             6) Әртҥрлі аргументтердің синус және косинустарының кӛбейтіндісінің 

интегралы берілсе, онда бҧл жағдайда тӛмендегі 3 формуланың біреуін қолданамыз: 

              
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

sinsin

2

1
coscos

2

1
coscos ; 

              
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

coscos

2

1
sinsin

2

1
cossin ; 

              
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

sinsin

2

1
coscos

2

1
sinsin . 

 

          10 Анықталған интеграл 

          10.1 Анықталған интегралдың анықтамасы 

10.1-анықтама.  xf  функциясының  ba;  аралығындағы анықталған интегралы деп    

 



n

i

ii xfS
1

    -   интегралдық қосындының  0max  ix   шегін айтады және былай 

белгіленеді        
b

a

dxxf  

a  – тӛменгі, b  –жоғарғы шегі, x – айнымалы шама,  ba; –интегралдау аралығы. 

           10.1-теорема. Егер  xf функциясы  ba;  аралығында ҥзіліссіз болса,онда осы 

аралықта интегралданады. 

Анықталған интегралдың қасиеттері: 

        1)     

b

a

b

a

dxxfAdxxAf ; 

        2)          

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121 ; 

        3)   0
a

a

dxxf ;     
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        4) егер  ba; , ba   кесіндісінде    xxf  онда,        

b

a

b

a

dxxdxxf  ;    

        5) егер  m  және M –  ba; кесіндісіндегі  xf функциясының ең кіші және ең ҥлкен 

мәндері  болса, онда:  

                                            abMdxxfabò

b

a

  ; 

 

        6) егер  xf  функциясы  ba;  аралығында ҥзіліссіз болса,онда осы аралықтан  

                                                  fabdxxf

b

a

 ; 

 

болатындай   саны табылады.(орта мән туралы теорема) 

         7) кез келген cba ,,  сандары ҥшін келесі теңдік орындалады: 

                                               

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf ; 

 

          8)  
b

a

dxxf =-  
a

b

dxxf .  

\          

          10.2 Анықталған интегралды есептеу  

  10.2- теорема (Ньютон – Лейбниц формуласы).  Егер F(x) функциясы – f(x) 

функциясының қандай да бір алғашқы функциясы болса,онда 

  

                                                      aFbFdxxf

b

a

  

 

Бҧл Ньютон – Лейбниц формуласы деп аталады.  

41-мысал.    







 
2

0

2

0

2

1

0

2 2cos1
2

1
cos

2
,1

0,0

sin

1





dxxxdx

tx

tx

tx

dxx  

                     
4

2sin
2

1

2

1
2

0











 xt  

 

            10.3 Бөліктеп интегралдау. 

            Егер  xuu   және  xvv   функциялары және олардың туындылары  ba;  

кесіндісінде ҥзіліссіз болса,онда анықталған интеграл ҥшін бӛліктеп интегралдау 

формуласы тура болады: 

                                                  

b

a

b

a

b

a

vduuvudv  

 

           10.4 Меншіксіз интегралдар 

           Ақырсыз шегі бар интеграл 
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           10.2-анықтама. Егер  

b

a
b

dxxflim шегі бар болса, онда осы шекті  xf  

функциясының  ,a  интервалындағы меншіксіз интегралы дейді және оны былай 

белгілейді 

                                         





b

a
b

a

dxxfdxxf .lim  

 

   Бҧл жағдайда меншіксіз  интегралын жинақты, қарсы жағдайда жинақсыз дейді. Осы 

сияқты 

 

                      




b

a
a

b

dxxfdxxf ,lim                     









c

c

dxxfdxxfdxxf  

 

интегралдарын да меншіксіз интегралдар дейді. 

            Үзілісті функцияның интегралы 

            10.3-анықтама. cx   нҥктесінде ҥзілісті болатын  xf  функциясының  
ñ

a

dxxf  

интегралы былай анықталады:          


b

a
cb

ñ

a

dxxfdxxf .lim
0

 

            Егер осы шек бар болса, онда меншіксіз  интегралын жинақты, қарсы жағдайда 

жинақсыз дейді. 

 Осы сияқты 

    


b

a
ca

b

c

dxxfdxxf ,lim
0

                     

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf , мҧндағы ,bca   

интегралдарында меншіксіз интегралдар дейді. 

             

           10.5 Анықталған интегралдың қолданылысы. 

           Жазық фигураның ауданы 

           1)  xfy   қисығымен, bxaxy      ,  ,0  тҥзулерімен  шектелген «қисық сызықты» 

трапециясының ауданы    
b

a

dxxfS   формуласымен есептеледі. 

           2)    xfyxfó 21   ,   қисықтарымен (    xfxf 12  ) және  bxax  ,  тҥзулерімен 

шектелген жазық фигураның ауданы        

b

a

dxxfxfS 12  формуласымен есептеледі. 

           3) Параметрлік тҥрде берілген    ,  , tytx    мҧндағы 

    ,,, bat   қисықпен шектелген жазық фигураның ауданы       





 dtttS  

формуласымен есептеледі. 

          4)     ,,fr  теңдеулерімен шектелген «қисық сызықты» сектордың 

ауданы   

b

a

dxxfS 2

2

1
  формуласымен есептеледі.  

          Қисықтың доғасының ұзындығы 
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         1) Жазықтықта  xfy   теңдеуімен ӛрнектелген АВ доғасының ҧзындығы, мҧндағы 

bxa  ,        

b

a

dxxfL
2

1  формуласымен есептеледі. 

          2) Жазықтықта параметрлік тҥрде берілген    ,, tytx    мҧндағы ,  t  АВ 

доғасының ҧзындығы       





 dtttL
22  формуласымен есептеледі. 

           3) Кеңістікте параметрлік тҥрде берілген      tztytx   ,,  мҧндағы ,  t  

АВ доғасының ҧзындығы          





 dttttL
222  формуласымен есептеледі. 

          4) Жазықтықта АВ қисығы  fr   теңдеуімен берілсе, мҧндағы ,   онда АВ 

доғасының ҧзындығы        





 drrL
22  формуласымен есептеледі. 

          Параллель қимасының  xQ ауданы бойынша дененің кӛлемі  
B

A

dxxQV ,  

формуласымен есептеледі, мҧндағы bxa         

           xfy   қисығымен bxaxy      ,  ,0  тҥзулерімен  шектелген «қисық сызықты» 

трапециясын X0 ӛсімен айналдырғанда пайда болған дененің кӛлемі 

      

b

a

dxxfV 2   , ал бетінің ауданы       

b

a

dxxfxfS
2

12  формуласымен есептеледі. 

           

         11.  Көп айнымалы функция 

        11.1 Көп айнымалы функцияның анықталу облысы (аймағы) 

11.1-анықтама. Егер D облысында бір-бірінен тәуелсіз қос ( yx  , ) айнымалыларының 

әрбір мәніне z айнымалысының анықталған бір мәні сәйкес келсе, онда z айнымалысы х 

және у айнымалыларына байланысты екі айнымалы функция деп аталады және оны 

 

                                              )y ,(xfz  ,                                                    (11.1) 

 

және тағы да басқа симводардың (ишараттардың) бірімен белгілейді.  

 11.2-анықтама. )y ,(xfz   функциясы анықталатын х және у мәндерінің қос ( yx  , ) 

жиынын осы функцияның анықталу облысы деп атайды.  

 Қарапайым жағдайда, )y ,(xfz   функциясының анықталу облысы Оху  жазықтығы, 

Оху  жазықтығының тҧйық сызықтармен шектелген бӛлігі немесе осы жазықтықтың 

бірнеше бӛліктерінің жиынтығы болады.  

 )y ,(xfz   функциясының Оху  тік бҧрышты координаттар жҥйесіндегі геометриялық 

бейнесі (графигі) осы теңдеумен анықталатын бет болып табылады. 

 11.3-анықтама. Егер бір-бірінен тәуелсіз (х1,х2,...,хn) айнымалыларының әрбір 

мәніне u айнымалысының анықталған бір мәні сәйкес келсе, онда u айнымалысы  х1, х2, ... 

, хn айнымалыларына байланысты кӛп айнымалы функция деп аталады да 

 

                                       ),...,,(          ),,...,,( 2121 nn xxxfuxxxuu  ,                        (11.2) 

 

және тағы да басқа символдардың бірімен белгіленеді. 

 42-мысал. 22 yxz   функциясының анықталу облысын табу керек. 



 62 

 Шешуі. Берілген функция х пен у-тің кез келген мәнінде анықталған, яғни анықталу 

облысы бҥкіл Оху  жазықтығы болып табылады. 

 43 - мысал. )у-2ln( xz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

        Шешуі. Логарифмдік функция ух 2 > 0, яғни у < х2  болғанда ғана анықталады. 

Осыдан функцияның анықталу облысы 02  ух  тҥзуінен тӛмен орналасқан Оху  

жазықтығының бӛлігі болып табылады. 

 44-мысал. 222 аухz  функциясының анықталу облысын табу керек. 

        Шешуі. Функция нақты мәндерін 0222  аух  немесе 222 аух   болғанда ғана 

қабылдайды, яғни функцияның анықталу облысы центрі координаталар жҥйесінің бас 

нҥктесі, ал радиусы а-ға тең болатын дӛңгелектен тыс орналасқан Оху  жазықтығының 

бӛлігі. 

 45-мысал. )arcsin( xyz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

        Шешуі. Берілген функция 11  ху  теңсіздігі орындалғанда ғана анықталады. 

Осыдан функцияның анықталу облысы 1 ху  және 1 ху  тҥзулерінің арасында 

орналасқан Оху  жазықтығының бӛлігі болады. 

 

11.2 Көп айнымалы функцияның дербес, толық өсімшілері және дербес 

туындылары 

Оху  жазықтығының D обылысында анықталған )y ,(xfz   функциясын қарастырайық. 

Мҧндағы х пен у-ті бекітіп алып, х айнымалысына х  ӛсімшесін берейік. Сонда х 

айнымалысы бойынша z функциясының zx  дербес ӛсімшесі 

 

),(),( yxfyxxfzx                   (11.3) 

 

формуласымен (кейіптемесімен) анықталады. 

 )y ,(xfz   функциясындағы х пен у айнымалыларын бекітіп алып, у айнымалысына 

у  ӛсімшесін берсек, онда у айнымалысы бойынша дербес ӛсімшесі 

 

),(),( yxfyуxfzу                           (11.4) 

 

формуласымен анықталады. 

 Егер х пен у айнымалылары бекітіліп алынып, олар сәйкесінше х  және у  

ӛсімшілерін қабылдаса, онда z функциясының толық ӛсімшесі 

 

                                       ),(),( yxfуyхxfz                                        (11.5) 

 

формуласымен анықталады. 

 46-мысал. 65432 22  yxyxyxz  функциясының х және у айнымалылары 

бойынша дербес ӛсімшілерін және толық ӛсімшесін табу керек. 

 Шешуі. 

          ]65)(43)(2)[(),(),( 22 yxxyyxxxxyxfyxxfzx  

 xxyxxxyxyxyx 42)()65432( 2222  

xxyxxxyxxx  )422(42)(2 2 ; 



 63 

  6)(54)(3)(2),(),( 22 yyxyyyyxxyxfyyxfzy  

 yyyyyxyxyxyx 53)(32)65432( 2222

xxyxyyyyyx  )3562(5)(362 2 ; 

 )(4)(3)()(2)[(),(),( 22 xxyyyyxxxxyxfyyxxfz  

 yxxyyxxxxyxyxyxyy 222)(2)65432(]6)(5 222

.)(32)()562()422(54)(36 222 yyxxyyxxyxyxyyy   

 

 11.4-анықтама. ),( yxfz   функциясының х айнымалысы бойынша дербес 

туындысы деп 

                                             ),(lim '

0
yxf

x

z

x

z
x

x

x












,                                          (11.6) 

 

шегін айтады. Бҧл жағдайда у-ті тҧрақты деп алу керек. 

 11.5-анықтама. ),( yxfz   функциясының у айнымалысы бойынша дербес 

туындысы деп 

                                            ),(lim '

0
yxf

ó

z

ó

z
ó

ó

ó












                                              (11.7) 

 

 47-мысал. 46532 22  yxxyyxz  функцияның дербес туындысын табу керек. 

 Шешуі: у-ті тҧрақты деп алып,   532 



yx

x

z
 табамыз. 

 

Осы сияқты, х-ті тҧрақты деп алып,  634 



ху

у

z
  табамыз. 

 48-мысал. 
2

2 )arcsin(
y

x
xyz   функциясының дербес туындыларын табу керек. 

 Шешуі: ,
1

1

1

)(1

1
242

2

2

2

22 yyx

y

y
y

xyx

z











 

 

   .
2

1

22
2

)(1

1
342322 y

x

yx

xy

y

x
xy

xyy

z











 

 

 49-мысал. Ҥш айнымалы 
222 zyxeu   функциясының дербес туындыларын табу керек. 

  

                 Шешуі: ,2
222 zyxex

x

u 



 ,2

222 zyxey
y

u 



 .2

222 zyxez
z

u 



 

 

11.3 Көп айнымалы функцияның толық дифференциалы 

 ),( yxfz   функциясының толық ӛсімшесі z -ті дербес 
y

z

x

z








 ,  туындылары арқылы  

                                    yxy
y

z
x

x

z
z 









 21  ,                                       (11.8) 
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тҥрінде жазуға болады, мҧндағы алдыңғы екі қосынды ӛсімшенің негізгі бӛлігі, ал 

кейінгі екі қосынды қосалқы бӛлігі деп аталады. х  және у  шамаларымен 

салыстырғанда қосалқы жоғары ретті ақырсыз аз шама болғандықтан 

0)()( 22  yxr  ҧмтылғанда 021  yx  . 

 Толық ӛсімшенің негізгі бӛлігі функцияның толық дифференциалы деп аталып, 

                                               dy
у

z
dx

x

z
dz









 ,                                                   (11.9) 

 

арқылы белгіленеді, мҧндағы ydyxdx   , , ал dy
y

z
zddx

x

z
zd yx









   ,  сәйкес х  және у 

айнымалылары бойынша дербес дифференциалдары деп аталады. 

 Егер ),...,,,( tzyxfu   кӛп айнымалы функциясы берілсе, онда оның толық 

дифференциалы 

                                      dt
t

u
dz

z

u
dy

y

u
dx

x

u
du



















 ... ,                              (11.10) 

 

формуласымен анықталады. 

 22 )()( yxr  -ң аз мәнінде дифференцианалданатын ),( yxfz   функциясы ҥшін 

тӛмендегі жуықтап есептеу формуласы қолданылады. 

 

                                         dzz  . 

 

 осыдан   y
y

yxf
x

x

yxf
yxfyyxxf 











),(),(
),(),(                                (11.11) 

 

 50-мысал. yxyxz sin22   функциясының толық дифференциалын табу керек.  

 Шешуі. Дербес туындыларын табайық. 

 

                                 .cos2   ,2 2 yxy
y

z
yx

x

z










  

 Осыдан  .)cos2()2( 2 dyyxydxyxdy
y

u
dx

x

u
du 









  

 

 51-мысал. )ln( 222 zyxu   функциясының толық дифференциалын табу керек. 

 Шешуі. .
2

  ;
2

  ;
2

222222222 zyx

z

z

u

zyx

y

y

u

zyx

x

x

u





















 

 Осыдан  .
222
222 zyx

zdzydyxdx
dz

z

u
dy

y

u
dx

x

u
du



















  

        52-мысал. 22 98,203,4   санының жуық мәнін табу керек. 

 Шешуі. 22 yxz   функциясын қарастырайық.  

 03,4 xx  осыдан ;03,0  ,4  xx  

 98,2 yy  осыдан ;02,0  ,3  yy  

 ,
5

3
  ,

5

4
  ,534

2222

22 
















yx

y

y

z

yx

x

x

z
z  
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 .012,5)02,0(
5

3
03,0

5

4
598,203,4 22 









 y

y

z
x

x

z
z  

 

 11.4 Көп айнымалы функциялардың жоғары ретті дербес туындылары мен 

дифференциалдары 

 11.6-анықтама. ),( yxfz   функциясының екінші ретті дербес туындысы деп осы 

функцияның дербес туындысының дербес туындысын айтады және оны былай 

белгілейді: 
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     (11.12) 

 

Осылай ҥшінші және жоғары ретті дербес туындылары табылады: 
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                                  (11.13) 

 

және т.с.с. 

 11.7-анықтама. ),( yxfz   функциясы және оның   ),,(  ),,( '' yxfyxf yx  ),(  ),,( '''' yxfyxf yxxy  

дербес туындылары D обылысында анықталған және ҥзіліссіз болса, онда осы облыста 

"аралас" туындылары тең болады: 

 

    ).,(),( '''' yxfyxf yxxy  ,                                   (11.14) 

      

11.8-анықтама. ),( yxfz  функциясының екінші ретті дифференциалы деп осы 

функцияның дифференциалының дифференциалын айтады: 

 

                          ).(2 dzdzd                                     (11.15) 

 

Осы сияқты ҥшінші және жоғары ретті дифференциалдары анықталады: 

 

     ).(),...,( 123 zddzdzddzd nn                          (11.16) 

 

Егер х және у бір-бірінен тәуелсіз айнымалылар, ал ),( yxf  функциясының ҥзіліссіз 

дербес туындылары бар болса, онда жоғары ретті дифференциалдар 
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формулаларымен анықталады. 

 53-мысал. 22323 3645 yxyxyyxxz   функциясының екінші ретті дербес 

туындыларын және екінші ретті дифференциалын табу керек. 

 Шешуі. Алдымен дербес туындыларын табайық: 
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        11.5  Күрделі функцияны дифференциалдау 

 Дифференциалданатын ),( vuFz   функциясы берілсін, мҧнда 

),( ),,( yxvvyxuu   функциясының дербес туындылары 
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формулаларымен есептеледі. 

 Дифференциалданатын ),( yxfz   функциясы берілсін, мҧнда )( ),( tyytxx  . Бҧл 

кҥрделі ))( ),(( tytxfz   функциясының t бойынша туындысы  
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формуласымен есептеледі.  
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 Дифференциалданатын ),( yxfz   функциясы берілсін, мҧнда )(xyy  . Бҧл 

))(,( xyxfz   функциясының х бойынша туындысы 
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формуласымен есептеледі. 

 54-мысал. )cos( 2 vuz   функциясының, мҧндағы 22 , yxveu xy  , дербес 

туындыларын табу керек. 
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55-мысал. yxz  2  функциясы берілген, мҧндағы 
dt

dz
ttytgtx  53 , 2  туындысын 

табу керек. 
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 56-мысал. )sin( 23 xyxz   функциясы берілген, мҧндағы  12xy   
dx

dz
 туындысын 

табу керек. 
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 11.6  Бағыт бойынша туынды. Функция градиенті 

 11.9-анықтама. ) ,( yxfz   функциясының ) ,( ухМ  нҥктесінде 
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шегін айтады, мҧндағы .22 yxS    

 Егер ) ,( yxf  функциясы дифференциалданатын болса, онда бағыт бойынша туынды  
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,                                                   (11.21) 

 

формуласымен есептелінеді, мҧндағы 


 a  векторы мен Ox  осінің арасындағы бҧрыш. 
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 Ҥш айнымалы ) , ,( zyxfu   функциясының бағыт бойынша туындысы  

 

 coscoscos
z

u

y

u

x

u

a

u





















 

 

формуласымен есептелінеді, мҧндағы 


a         cos ,cos ,cos   векторының бағытталған 

косинустары. 

 11.10-анықтама. ) ,( yxfz   функциясының ) ,( ухМ  нҥктесіндегі градиенті деп  
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векторын айтады. 

 Функция градиенті мен 
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формуласымен анықталады. 

 Ҥш айнымалы ) , ,( zyxfu   функциясының градиенті 
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 58-мысал. zyxu 23  функциясының )3 ,2 ,1( M  нҥктесінде 

а) ,gradu  

б) 


MN  векторының бағыты бойынша туындысын табу керек, мҧндағы )2 ,0 ,1(N . 
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 11.7 Айқындалмаған функциялардың туындысы 

        11.11-анықтама. 0) ,( yxF  теңдеуі тҥрінде берілген айқындалмаған )(xyy   

функциясының туындысы 
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формулаларымен анықталады, мҧндағы ) , ,( zyxF  функциясы х, у және z айнымалылары 

бойынша дифференциалданатын әрі 0
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 функция. 

 59-мысал. 065432 22  yxyxyx  функциясы берілген.  
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 туындысын табу керек. 
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 60-мысал. 03333  xyzzyx  функциясы берілген. 
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 11.8  Бетке жүргізілген жанама жазықтық және нормаль (тіктеме) түзу 

         Қарастырылатын   беті ) ,( yxfz   теңдеуімен берілсін. Беттің бойынан ) , ,( 0000 zyxM  

нҥктесін алайық. Осы нҥктеде ) ,( yxf   функциясы дифференциалданатын болсын.   
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 11.13-анықтама. 0М  нҥктесі арқылы ӛтетін және жанама жазықтыққа 
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 Егер   беті 0) , ,( zyxF   теңдеуімен берілсе, онда  ) , ,( 0000 zyxM  нҥктесіндегі 

жанама жазықтықтың теңдеуі 
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ал нормалінің теңдеуі 
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 61-мысал. 221 yxz   функциясының )3;2;1(0M  нҥктесіндегі жанама жазықтығының 

және нормалінің теңдеуін жазу керек. 

 Шешуі. )3,2,1(  ,2  ,2 0My
y

z
x

x
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Осыдан жанама жазықтығының теңдеуі: 

 

)2(4)1(23  yxz  немесе ,0742  zyx  

 

ал нормалінің теңдеуі  
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 11.9 Екі айнымалы функцияның экстремумы 

D аймағында анықталған ) ,( yxfz   функциясы берілсін. Осы аймақта жататын ) ,( 000 yxM  

нҥктесінің маңайында жататын барлық ) ,( yxM  нҥктелерінде 

)) ,() ,()( ,(),( 0000 yxfyxfyxfyxf   теңсіздігі орындалса, онда ) ,( yxfz   функциясы М0  

нҥктесінде максимум (минимум) мәнін қабылдайды. "Максимум" және "минимум" 

мәндері экстремум мәндері деп аталады. Ҥш және одан кӛп айнымалылардың 

функцияларының экстремумдары да осылайша анықталады. Кез келген 

дифференциалданатын екі айнымалы функция экстремум мәндерін тек оның барлық 

дербес туындылары нӛлге тең болатын нҥктелерінде ғана қабылдайды. Мҧндай нҥктелер 

стационарлық (тҧрақты) нҥктелер деп аталады. Мысалы, дифференциалданатын 

) ,( yxfz   функциясының стационарлық нҥктесі ) ,( 000 yxM  
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жҥйесін шешу арқылы анықталады. (1.28) – шарт ) ,( yxfz   функциясының экстремум 

мәндерін қабылдауының шарты болып табылады. Яғни стационарлық нҥктелердің 

барлығы бірдей экстремум нҥктелері бола бермейді. Сондықтан олардың әрқайсысы 

тӛмендегі функцияның экстремум мәндерін қабылдауының жеткілікті шартын 

қанағаттандыру керек. ) ,( 000 yxM  нҥктесі ) ,( yxfz   функциясының стационар нҥктесі 

болсын. 
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деп белгілейік. Егер стационарлық ) ,( 000 yxM  нҥктесінде: 

 а) 0  және 0A  болса, онда М0 минимум нҥктесі болады,  

0  және 0A  болса, онда М0 максимум нҥктесі болады; 

 б) 0  болса, онда М0 нҥктесінде экстремум болмайды; 

 в) 0  болса, онда бҧл нҥктеде экстремум болуы да, болмауы да мҥмкін. 

 

 62-мысал. yxyxyxz 7532 22   функциясын экстремумге зерттеу керек.  

 Шешуі. Бірінші ретті дербес туындылары 
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болады, осыдан 
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теңдеулер жҥйесінің шешімі )1,1(  ,1  ,1  Myx  нҥктесіндегі екінші ретті дербес 

туындылары 
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6  ,1  ,4
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болады. Сонымен  

.0  ,023)1(64 22  ABAC  

 

Яғни )1- ,1(M  нҥктесінде берілген функция минимум мәнін қабылдайды және ол 

 
6)(min  Mzz  

болады. 

 

 

 

 

 11.10 Шартты экстремум. Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері 

 11.14-анықтама. ),( yxfz   функциясының шартты экстремумы деп осы 

функцияның, х және у айнымалыларының 0) ,( yx  теңдеуімен байланысты болған 

жағдайдағы экстремум мәнін айтады. Мҧндағы 0) ,( yx  теңдеуі байланыс теңдеуі деп 

аталады. 

 Шартты экстремумды табу ҥшін Лагранж функциясы деп аталатын 

) ,() ,() ,( yxyxfyxu    функциясының экстремумын табу жеткілікті, мҧндағы  - 

анықталмаған тҧрақты кӛбейткіш. 

 Лагранж функциясының экстремумының бар болуының қажетті шарты: 
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         (11.30) 

 

Осы ҥш теңдеуден тҧратын жҥйеден yx  ,  және   мәндерін табуға болады. 

 D тҧйық облысында ),( yxfz   функцияның ең ҥлкен М және ең кіші m мәндерін 

табу ҥшін: 

 а) D облысының ішінде жатқан барлық станционарлық нҥктелерді тауып, осы 

нҥктелердегі функцияның мәндерін есептеу керек (бҧл нҥктелерде экстремум мәндерінің 

болуын не болмауын тексерудің қажеті жоқ); 

 б) D облысының шекарасында функцияның ең ҥлкен және ең кіші мәндерін табу 

керек; 

 в) барлық табылған мәндердің ең кішісін (бҧл ең кіші мән) және ең ҥлкенін (бҧл ең 

ҥлкен мән) таңдап аламыз. 

  

 63-мысал. 22 óxz   функциясының байланыс теңдеуі 062  ух  берілген 

жағдайдағы шартты экстремумын табу керек. 

 Шешуі. Лагранж функциясын қарастырайық: 
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жҥйесінен 2 ,4 ,4  yx  мәндері табылады. Осыдан )2 ,4(M  нҥктесінде  22 óxz   

функциясы шартты максимум мәнін қабылдайды және ол 12max z  болады. 

 64-мысал. 107423 22  yxyxyxz  функциясының ,0 ,0  xó  

1243  yx  сызықтарымен шектелген тҧйық D облысындағы (аймағындағы) ең ҥлкен 

және ең кіші мәндерін табу керек. 

 Шешуі. Стационар (тҧрақты) М нҥктесін табайық. 
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 Осы жҥйеден )2 ,1( ,2 ,1 Pyx  нҥктесі D облысының ішінде жатыр. .1)2 ,1()(  zPz   
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11.1 сурет. 

 

 Енді берілген функцияны D облысының шекарасында зерттейік. Облыс шекарасы 

ОА, АВ және ОВ кесінділерінен тҧрады: 

 а) ОА бӛлігінде ,40 ,0  xy  осыдан ,046 ,1043 '2  xzxxz x   

;
3

2
8)(  ),0 ,

3

2
(  ],4 ,0[

3

2
 NzNx  

 

ОА кесіндісінің шеткі нҥктелерінде ;42)0 ,4()(  ,10)0 ,0()0(  zAzzz  

 б) ОВ бӛлігінде ,30 ,0  yx  осыдан  

,74  ,1072 '2  yzyyz y         ;
8

7
4)(  ),

4

7
 ,0(  ],3 ,0[

4

7
 CzCy  
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ОВ кесіндісінің шеткі нҥктелерінде ;7)3 ,0()(  ,10)0(  zBzz  

АВ бӛлігінде 4,õ0  ),4(
4

3
 õy  

10)4(
4

21
4)4(

8

9
)4(

4

3
3 22  xxxxxxz  немесе 

;
312

23
1)(  ),

52

9
2;

39

4
1(  ,

52

9
2  ],4,0[

39

4
1

39

43
  ,0

4

43

4

39
  ,7

8

43

8

39 '2  KzKyxxzxxz x  

 АВ кесіндісінің шеткі нҥктелеріндегі мәндері белгілі. 

 Табылған )(  ),(  ),0(  ),(  ),(  ),(  ),( BzAzzCzKzNzPz мәндерін салыстыра отырып, z 

функциясының D облысындағы ең ҥлкен мәні ,42)(  AzM  ал ең кіші мәні 1)(  Pzm  

болатындығын анықтаймыз. 

 

 


