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КІРІСПЕ  

 

Қазіргі ғылым мен техникада математикалық зерттеулер, модельдер, 

жобалар ӛте үлкен роль атқарады. Ол қазіргі ақпараттар жүйесінің дамуына 

тікелей байланысты. Демек математикалық нақты сандар шешімін табуға 

табысты қолдану мүмкіншілігін кеңейтеді. 

 Математика фундаменталды пән, одан дәріс беру тӛменгі жағдайды 

қарастырады: 

а) ойдың логикалық және алгоритмдік дамуын; 

ә)негізгі зерттеу әдістерін меңгеру және математикалық есептердің 

шешімдерін таба білу; 

б) математикалық негізгі сандық әдістерін меңгеру және оны 

компьютерде орындау; 

в) математикалық білімді ӛз бетінше ұғып алуға еңбектену, қолданбалы 

инженерлік және экономикалық есептерге талдау жүргізу. 

Математиканың жалпы курсы дәстүрлі мамандар үшін оқу жоспары 

бойынша арнайы және жалпы техникалық пәндерді табысты оқытуға 

маңызды мәні бар инженерлер білімдерінің математикалық фундаментін 

қалайды. 

«Математикалық талдаудан есептер жинағы» 4-бӛлім «Математикалық 

анализ»  пәнінің бағдарламасына сәйкес кредиттік жүйеге лайықты етіліп 

жазылған.  

Мұнда кӛп айнымалы функциялардың интегралдық есептеулері, екі және  

үш еселі интегралдың, бірінші және екінші текті қисық сызықты 

интегралдар, бірінші және екінші  текті беттік интегралдар, олардың  

геометрия мен механика есептерінде қолданылуы, ӛріс теориясының 

элементтері,  Фурье қатарлары, тақ және жұп функциялар үшін Фурье 

қатары, кез келген 2l периодты функция үшін Фурье қатары тақырыптары 

бойынша теориялық материалдар, сонымен қатар үлгі-мысалдардың шешу 

жолдары кӛрсетіліп, соңында ӛзбетімен орындау үшін жаттығулар 

жауаптарымен берілген.   
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1 Екі еселі интегралдар 

 

1.1 Тік бұрышты координаттар жүйесіндегі екі еселі интегралдар 

 

  Oxy  жазықтығының жабық D облысында анықталған ) ,( yxf  функциясы 

берілсін. D облысын кез келген жолмен n жай облыстарға бӛлейік. Осы жай 

(қарапайым) облыстардың аудандарын nSSS   ..., , , 21  деп, ал сәйкес 

диаметрлерін nddd  ..., ,, 21  арқылы белгілейік, мұндағы облыс диаметрі деп осы 

облыста жатқан кез келген екі нүктесінің ара қашықтықтарының ең үлкенін 

айтады. Әрбір жай облыстан кез келген бір niyxM  ..., ,1  ), ,( 111   нүктеден 

таңдап алып, осы нүктелердегі анықталатын функциялардың мәндерін сәйкес 

  ..., ,1  ,1 niS  аудандарына кӛбейтіп қолдансақ  

 





n

i
iSiyixfnSnynxfSyxfSyxf

1

.) ,() ,( ... 2)2 ,2(1)1 ,1(  

 

Осы қосынды ) ,( yxf  функцияның D облысындағы интегралдық 

қосындысы деп аталады. 

Егер интегралдық қосындының 0max id  шегі бар және ол шек D 

облысын n жай облыстарға қалай бӛлгенімізге де, әрбір жай облыстан М1 

нүктелерін қалай алғанымызға да байланысты болмаса, одна осы шек ),( yxf  

функциясының D облысындағы екі еселі интегралы деп аталады да былай 

белгіленеді:  

                .) ,(lim) ,() ,(
1

0max
 






D

n

i

i
d

D

SyxfdxdyyxfdSyxf
i

  

                  

Егер D облысында 0) ,( yxf  болса, онда 
D

dSyxf ) ,(  екі еселі интегралы 

жоғарыдан ) ,( yxfz   бетімен, бүйір жағынан D облысының шекарасы 

арқылы ӛтетін Оz осіне параллель болатын цилиндр бетімен, тӛменнен Оху 

жазықтығымен шектелген цилиндрлік дененің кӛлеміне тең болады. 

 

  Е к і   е с е л і   и н т е г р а л д ы ң   н е г і з г і   қ а с и е т т е р і: 

 

1.   

D DD

dSyxfdSyxfdSyxfyxf .) ,() ,()] ,() ,([ 2121  

2.  
DD

dSyxfCdSyxfC ,) ,() ,(  мұндағы С – тұрақты сан. 

 

3. Егер D облысын D1  және D2 облыстарына бӛлсек, онда  

 

.) ,() ,() ,(

1 2

  

D DD

dSyxfdSyxfdSyxf  
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4. Егер D облысында ) ,() ,( yxgyxf   болса, онда  

 

 
DD

dSyxfdSyxf .) ,() ,(  

 

5. Е к і   е с е л і   и н т е г р а л д ы   б а ғ а л а у.  Егер Myxfm  ) ,(  

болса, онда 

 
D

SMdSyxfSm ,) ,(  

 

мұндағы S – D облысының ауданы, ал m мен М сәйкесінше ) ,( yxf  

функциясының осы облыстағы ең кіші және ең үлкен мәндері.  

 Е к і   е с е л і   и н т е г р а л д ы   е с е п т е у. 

 Интегралдау облысы берілу пішіні (тұрпаты) бойынша екі түрге 

бӛлінеді: 

 а) D облысы ax   мен )(  babx   түзулерімен   )(1 xyy  және 

] ,[(  )(2 baxxyy   жатқанда (x)))( 21 yxy   үзіліссіз қисық сызықтармен 

шектелсін, әрі Оу осіне параллель жүргізілген түзулер осы қисықтардың 

әрқайсысын тек бір нүктеде қисын (1.1 Сурет). 

 

 
 

1.1 Сурет 

 

 Осындай облыс үшін екі еселі интеграл келесі формуламен есептелінеді:  

 

  
D

b

a

xy

xy

dyyxfdxdSyxf

)(

)(

2

1

) ,() ,(  

 

мұнда алдымен ішкі 
)(

)(

2

2

) ,(

xy

xy

dyyxf  интегралы есептелінеді, бұл жағдайда х 

айнымалысы тұрақты деп саналады. 

 б) D облысы су   мен )(  dcdy   түзулерімен )(1 yxx   пен )(2 yxx   

] ,[( dcy  жатқанда ))()( 21 yxyx   үзіліссіз қисық сызықтарымен шектелсін, әрі 

Ох осіне параллель жүргізілген түзулер осы қисықтардың әрқайсысын тек бір 

нүктеде қисын (1.2 Сурет). 
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1.2 Сурет 

 

Осындай облыс үшін қос интеграл келесі формуламен есептелінеді:  

 

                                      .) ,() ,(

)(

)(

2

1

  

d

c

yx

yxD

dxyxfdydSyxf         

                                 

мұнда алдымен ішкі 
)(

)(

2

1

) ,(

yx

yx

dxyxf  интегралы есептелінеді, бұл жағдайда у 

айнымалысы тұрақты деп саналады. 

 

Берілген формулалардың оң жақтары қос интегралдар деп аталады.  

 

1. 
D

dxdy
x

y
2

3

1
 интегралын есептеу керек, мұнда D облысы 

тіктӛртбұрыш: .30  ,11  ух  

 

Шешуі. .
8

81

4

81

444
 

11

3

0

4
1

1

1

1

3

0

3

22

3






















  
y

xarctgdyy
x

dx
dxdy

x

y

D

   

  

2.  
D

dxdyyx 2)(  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы квадрат: 

.22-  ,22  ух   

Шешуі.                 




 



2

2

2

2

2

2

2

2

2

22 )(
3

1
)()( dxyxdyyxdxdxdyyx

D

 






2

2

4433 .
3

2
42])2()2[(

12

1
])2()2[(

3

1
xxdxxx  

 

3.   
3

1 3

)(
x

x

dyyxdx  интегралын есептеу керек. 

Шешуі. 
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   

























 



3

1

3

1

3

1

3

1

7536
4

2
2

2

.
105

8
112

1456222
)( 3

3

xxx
dx

x
x

x
xdx

y
xydyyxdx xy

xy

x

x

 

4.  
D

dxdyyx )2(  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

)0(  , 32  xxyxy  параболаларымен шектелген. 

 Шешуі. D облысын сызайық. 2xy   және 3xy   параболаларының 

қиылысу нүктелері )0 ,0(О  және )1 ,1(À  болады (1.3 Сурет). 
23 ,10 хухх   болғандықтан  

   














D

x

x

xy

xy

dx
y

xyydyyxdxdxdyyx

1

0

1

0

2
2

3

2

3

|
2

2)2()2(  

 


















1

0

1

0

7543
6

43
4

32 .
420

37
|

14

1

10

1

4

3

3

2

2
2

2
2 xxxx

x
xx

x
xx  

 

 
  

1.3 Сурет 

  

 Енді осы интегралдың интегралдау ретін ӛзгертейік. Алдымен х 

бойынша одан кейін у бойынша интегралдайық. 10  ,3
21  yyxxyx  

болғандықтан  

 

    
















D

yx

yx

y

y

yyydyxy
x

xdxyxdydxdyyx

1

0

1

0

3 43 23

21

0
2

1
2|

2
2)2()2(

3
3

 .
420

37
|

5

2

4

1

3

4

7

3

10

3

2

3

2

1
2

1

0

2/522/33/73/53/43 












 yyyyyydyyyy   

 

 5.  
D

dxdyyx )( 22  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 2xy   

параболасымен 0  ,1  ,6  yyxy  түзулерімен шектелген. 

 Шешуі. D облысын құрайық (1.4 Сурет). 

 Қиылысу нүктелері )0 ,6(  ),1 ,5(  ),1 ,1(  ),0 ,0( CBAO  болады. Алдымен х 

бойынша, одан кейін у бойынша интегралдайық.  

yxyy  6  ,10  болғандықтан 
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   
 













1

0

6 1

0

6
232222 |

3

1
)()(

y

y

yx

yx

dyxyxdxyxdydSyx  

                      









1

0

233

3

1
)6()6(

3

1
dyyyyyyy  

                     
105

26
57|

7

2

15

2

4
2

12

)6( 1

0

2/72/5
4

3
4












 yy

y
y

y
 

 

 
 

1.4 Сурет 

 

 Енді интегралдау ретін ӛзгертейік. Алдымен у бойынша, содан кейін х 

бойынша интегралдайық (1.5 Сурет). 

 

 
 

1.5 Сурет 

 

Бұл жағдайда D облысы үш D1, D2, D3 облыстарына бӛлінеді: 

 

.60   ,65   :

,10   ,51   :

,0   ,10   :

3

2

2

1

xyxD

yxD

xyxD







 

 

    
D D D D

dSyxdSyxdSyxdSyx

1 2 3

,)()()()( 22222222  

     










































1

2 2

  ,
105

26
|

2153
|

3

1
)()(

1

0 0

1

0

1

0

1

0

756
4

0

322222

D

x xy

y

xx
dx

x
xdxyyxdyyxdxdSyx

 

     






























2

  ,
3

2
42|

3

1

33

1
|

3

1
)()(

5

1

1

0

5

1

5

1

5

1

3
2

1

0

322222

D

y

y

x
dxxdxyyxdyyxdxdSyx  
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   
 













3

6

5

6

0

6

5

6

0

322222 |
3

1
)()(

D

x xy

y

dxyyxdyyxdxdSyx  

.
3

1
14|

12

)6(

4
2

3

)6(
6

3

)6(
)6(

6

5

44
3

6

5

3
42

6

5

3
2 







 








 








 
 

xx
xdx

x
xxdx

x
xx  

 

Сонымен  
D

dSyx .
105

26
57

3

1
14

3

2
42

105

26
)( 22    

  

 6. 2) ,( xyyxf   функциясының D облысындағы орта мәнін табу керек, 

мұндағы D облысы: .10  ,20  ух  

 Шешуі. ,2S  

 

   

D D

dyyxdxxydxdyyxf
S

f

1

0

2
2

0

2 .
3

1

2

1

2

1
) ,(

1
) ,(     

 

 7.  






1

3

2

12

2

) ,(

x

x

dyyxfdx  интегралының интегралдау ретін ӛзгерту керек.  

 Шешуі. D облысы 22  ,12  ,1  ,3 хухухх   сызықтарымен 

шектелген. Интегралдау ретін ӛзгерту үшін D облысын 1у  түзуімен D1 

және D2  облыстарына бӛлеміз (1.6 Сурет):   

 

 
 

1.6 Сурет 

 

  D1 облысы сол жағынан yx  2  параболасымен, ал оң жағынан 

)1(
2

1
 yx  түзуімен шектелген, яғни .17  ),1(

2

1
2  yyxy   

  D2 облысы оң және сол жағынан yx  2  параболасымен шектелген, 

яғни .21  ,22  yyxy   

Сонымен  
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     




 











1

3

2

12

1

7

2

2

2

1

2

2

2

.) ,() ,() ,(

x

x

y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdydyyxfdx    

 

Берілген екі еселі интегралдарды есептеу керек: 

 

8. 
D

ydxdyx ln  интегралын есептеу керек, мұндағы D тіктӛртбұрыш: 

.1  ,40 eyx     Жауабы: 8. 

 

9. 
D

ydxdyx sin2  интегралын есептеу керек, мұндағы D тіктӛртбұрыш: 

.
2

0  ,52


 yx    Жауабы: 39. 

 

10.  
D

dxdyxy  )1(  интегралын есептеу керек, мұндағы D тіктӛртбұрыш: 

.21-  ,40  yx    Жауабы:24. 

 

11.  
D

dxdyyx )3(  интегралын есептеу керек, мұндағы D квадрат: 

.41  ,21  yx    Жауабы:45. 

 

12.  
D

xdxdyyx 2)2(  интегралын есептеу керек, мұндағы D тіктӛртбұрыш: 

.21-  ,31  yx    Жауабы: 304. 

 

13.  
D

dxdyyx )sin(cos 22  интегралын есептеу керек, мұндағы D квадрат: 

.
4

0  ,
4

0


 yx    Жауабы: .
16

2
 

 

14.  
D

dxdyxyx )5( 2  интегралын есептеу керек, мұндағы D квадрат: 

.30  ,21  yx    Жауабы:168. 

 

15. 




5

4

3

2 2

)2(

y

dyyxdy  интегралын есептеу керек.   Жауабы: 50,4. 

 

16.  

2

)(

2

1

x

x

dyyxdx  интегралын есептеу керек.   Жауабы: 3,35. 

17. 
x

x

dy
y

x
dx

1
2

22

1

 интегралын есептеу керек.   Жауабы: 2,25. 
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18. 




21

0

22

1

0

1

x

dyyxdx  интегралын есептеу керек.  Жауабы:   
6


. 

 

19. 









cos3

0

22
2

2

sin drrd  интегралын есептеу керек.   Жауабы: 2,4. 

 

20. 
x

dyydx
0

4

4

0

 интегралын есептеу керек.   Жауабы: .
35

11
7  

 

21. 
x

xdyydx

cos3

0

2/

0

sin



 интегралын есептеу керек.   Жауабы: 1,5. 

 

22.  
D

dxdyyx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы тӛбелері 

     1;1,1;1,0;0 BAO   нүктелері болатын үшбұрыш.             Жауабы: 
6


 

 

23.  
D

dxdyyxy 2  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

     1;1,1;10,0;0 BAO  нүктелері болатын үшбұрыш.         Жауабы: 6. 

 

24.  
D

dxdyyx )(  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

12  ,2 2  xyxy  сызықтарымен шектелген.    Жауабы: .
15

4
4  

 

25.  
D

dxdyyx )( 2  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 2xy   

және xy 2  параболаларымен шектелген.    Жауабы: .
140

33
 

 

26.  
D

dxdyyx )sin(  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

xyxyy 
2

  ,  ,0


 түзулерімен шектелген.     Жауабы: 0,5. 

 

27.  
D

dxdyyxyx )32( 2  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

2  ,  ,0 2  xxyy  сызықтарымен шектелген.   Жауабы: .
21

13
11  
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28.  
D

dxdyyx )2(  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

9  ,  ,0 2  yxyx  сызықтарымен шектелген.   Жауабы:214,65. 

 

29.  
D

dxdyyx )2( 2  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

xyxy 2  ,3 2   сызықтарымен шектелген.   Жауабы: .
3

2
10  

 

30.  
D

dxdyyx )2(  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 

2  x,2  yxy  сызықтарымен шектелген.   Жауабы: -16,65. 

 

31. 
D

y

x

dxdye  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы xy 2  

параболасы  және  1  ,0  yx түзуімен  шектелген қисықсызықты үшбұрыш.

                Жауабы: 0,5. 

 

32.  
D

dxdy
yx

x
22

 интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы 
2

2x
y   

параболасы  және  xy     түзуімен  шектелген.    Жауабы: 0,5. 

 

Қос интегралдардың интегралдау реттерін ӛзгерту керек: 

 

33.  
1

0

12

3 2

;) ,(

x

x

dyyxfdx     Жауабы:  




4

12

25

0

5

3

48

0

2

.),(),(
y

y

dxyxfdydxyxfdy  

 

34.  
4

0

12

3 2

;) ,(

x

x

dyyxfdx     Жауабы: 
3

12

48

0

),(

y

y

dxyxfdy  

 

35.  
1

0

3

2

;) ,(

x

x

dyyxfdx     Жауабы:   
2

3

1

3

3

2

2

0

.),(),(

y

y y

dxyxfdydxyxfdy  

 

36.  
4

0

25

0

2

;) ,(
x

dyyxfdx    Жауабы:  



4

0

25

0

5

3

3

0

2

.),(),(
y

dxyxfdydxyxfdy  

 

37.  
4

1 0

;) ,(
x

dyyxfdx     Жауабы:  

42

1

4

1

1

0 2

.),(),(
y

dxyxfdydxyxfdy  
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38.  
1

0

1

0

2

;) ,(
x

dyyxfdx    Жауабы:  




1

1

1

0

2

1

1

0

.),(),(

y

dxyxfdydxyxfdy  

 

39.  


1

1

1

0

2

;) ,(
x

dyyxfdx    Жауабы:  




1

0

1

1

2

2

.),(

y

y

dxyxfdy  

 

40.  
1

0

1

;) ,(
x

dyyxfdx     Жауабы: 
y

dxyxfdy

0

1

0

.),(  

 

41.  


0

sin

0

;) ,(

x

dyyxfdx     Жауабы: 
 y

y

dxyxfdy

arcsin

arcsin

1

0

.),(



 

 

42.  
2

0

22

2

;) ,(
x

x

dyyxfdx         

                 Жауабы:   
 



y y

y y

dxyxfdydxyxfdydxyxfdy

0 2

2

2

6

4

4

2

2

0

.),(),(),(  

 

43.   
1

0 1

22

1

2

;) ,() ,(
x

x

dyyxfdxdyyxfdx   Жауабы: 
y

y

dxyxfdy .),(

2

1

 

 

44.   



1

0 0

2

0

2

1

;) ,() ,(

2x x

dyyxfdxdyyxfdx   Жауабы: 
 2

2

21

0

.),(

y

y

dxyxfdy  

 

45.   



2

2

0 0 0

2

2

2

;) ,() ,(

22

a

x xa

a

dyyxfdxdyyxfdx   Жауабы: 
 22

.),(
2

2

0

ya

y

a

dxyxfdy  

 

1.2 Екі еселі  интегралда айнымалыларды алмастыру 

 

Екі еселі  интегралда yx  ,  координатасынан,  

 
) ,(  ), ,( vuyyvuxx   

 

формуласының кӛмегімен, vu  ,  координатасына кӛшу 

       
D D

dudvIvuFdxdyyxf
'

||) ,() ,(             

 

формуласымен жүзеге асады, мұндағы  
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)); ,( ), ,(() ,( vuyvuxfvuF   

 

,а

  

  

някоби

v

y

u

y

v

x

u

x

I 

















  

 

ал ) ,(  ), ,( vuyyvuxx   ӛзара бірмәнді, D облысында үзіліссіз, әрі осы 

облыста үзіліссіз бірінші ретті дербес туындылары бар функциялар.  

 Екі еселі  интегралда тік бұрышты yx  ,  координаттарынан,  

 
 sin  ,cos ryrx   

 

формулаларының кӛмегімен,  ,r  полярлық координаталарына кӛшу 

 

  
D D

drdIrrfdxdyyxf
'

||)sin ,cos() ,(   

           

формуласымен жүзеге асады. Мұндағы 

 

r
r

r

y

r

y

x

r

x

I 





























cos     sin

sin  cos

  

  

 

 

болады. 

 Егер интегралдау D облысы    және )(     сәулелерімен, 

)(1 rr   және   )(2 rr  ( ] ,[   жатқанда )()( 12  rr   болса) қисық 

сызықтармен шектелсе, онда екі еселі  интеграл 

 

   
D

r

r

rdrrFdrdrdrF











)(

)(

2

1

) ,() ,(  

 

формуласымен есептелінеді (1.7 Сурет). 
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1.7 Сурет 

   

 46. Полярлық координаталар жүйесіне кӛшу арқылы 

 
D

dxdyyxa 222  интегралын есептеу керек, мұндағы D облысы  

axyx  22  шеңберімен шектелген ).0( a  

Шешуі. D облысы радиусы 
2

a
 тең, центрі 








0 ,

2

a
O  болатын дӛңгелек 

болғандықтан полярлық координаталарға кӛшеміз. axyx  22  шеңбері 

полярлық координаттар жүйесінде cos ar  формуласы арқылы 

анықталады. 





cos0  ,
22

ar   болғандықтан   

 

  








2/

2/

cos

0

22
2222222

2

)(
 








a

D D

rad
raddrdrradxdyyxa  

  
 

















2/

2/

2/

2/

3
2/

2/

3
3

333
cos

0

2/322 .
3

1
|coscos

3

1

3
sin

3

1
|)(

3

1














 a
a

daadra
ar

r

 

 47. dxdy
yx

yx

D






22

22sin
 интегралын есептеу керек, мұндағы D  облысы 

222

2

22     ,
9




 yxyx   шеңберлерімен шектелген. 

 Шешуі. D  облысы радиустары 
3


ке және  -ге тең, ал центрлері 

координаттар жүйесінің бас нүктесі болатын екі шеңбердің арасындағы 

сақина болғандықтан полярлық координаттарға кӛшеміз. Бұл шеңберлер 

полярлық координаттар жүйесінде 
3


r  және r  формулалары арқылы 

анықталады. Сондықтан 


  r
3

  ,20  болғандықтан 
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.3)cos( sin sin
sin 2

0 3/ 3/

2

0
22

22

|| 
 













   
D D

rdrrddrdrdxdy
yx

yx  

 

 48.  
D

dxdy
b

y

a

x
 1

2

2

2

2

 интегралын есептеу керек, мұндағы D  облысы 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 эллипсімен шектелген. 

 Шешуі.  sin ,cos  byax  деп алсақ, онда 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 эллипсінің 

полярлық координаттар жүйесіндегі теңдеуі .1   

 

Якобиан                            ,

  

  
























 ab
yy

xx

I  

 

 ал   20  ,10   болғандықтан  

 

   
D D

ddabddabdxdy
b

y

a

x 


2

0

1

0

22

2

2

2

2

1  1 1  

.
3

2

3
)1(

3

2

0

1

0

2

0

2/32 |  








 


ab
d

ab
d

ab    

 

49.  
D

dxdybxyaxy  ))((  интегралын есептеу керек, мұндағы D  облысы 

)0 ,0  ,(  

    ,   ,   ,

4321

4321





baCCCC

CbxyCbxyCaxyCaxy
 

түзулермен шектелген. 

 Шешуі. vbxyuaxy    ,  немесе 
ba

buav
y

ba

vu
x









   ,  деп алсақ, онда  

 
,  , 4321 CvCCuC   

ал якобиан  

ba

ba

a

ba

b

baba

v

y

u

y

v

x

u

x

I





























1

       

1
    

1

  

  
 

 

болады.  Сонымен  

 

.
||4

))((

||

11
))((

'

2

3

2

4

2

1

2

2
2

1

4

3

  











D

C

C

C

CD ba

CCCC
vdvudu

ba
dudv

ba
vudxdybxyaxy   
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 Полярлық координаттарға кӛшу арқылы қос интегралды есептеу керек: 

 

50.  
D

dxdyyx ,22  мұндағы D  облысы 222 ayx    шеңберімен шектелген.

                                          Жауабы: .  
2

3 4a  

51.  
D

dxdyyx ,)( 22  мұндағы D  облысы  axyx 222   шеңберімен 

шектелген.              Жауабы: .  5,1 4a  

 

52. 
D

ydxdy,  мұндағы D  облысы  axyx  22  ( 0y ) жарты дӛңгелек.  

                                             Жауабы: .  5,1 4a  

53. 
D yxa

dxdy
,

222
 мұндағы D  облысы 222 ayx   дӛңгелегінің бірінші 

ширегі.               Жауабы:
12

3a
 

54.  
D

dxdyyxa ,222  мұндағы D  облысы 222 ayx   ( 0y ) жарты 

дӛңгелек.              Жауабы: . 
3

1 2a  

55.  
D

dxdyyx ,)ln( 22  мұндағы D  облысы 222 eyx   422 eyx   

шеңберлерімен шектелген.                   Жауабы: .1)-(3e22e  

 

56.  
D

dxdyyxa ,222  мұндағы D  облысы )0()()( 222222  xyxayx   

лемниската жапырағымен шектелген.    Жауабы: .
2

)
6

20216

3
(

2a



 

57. 




D

dxdy
yx

yx
,

)ln(
22

22

 мұндағы D  облысы 122  yx  және 222 eyx   

шеңберлерімен шектелген.          Жауабы: . 4  

 

 58. 
D ayx

dxdy
,

222
 мұндағы D  облысы 

22 xay   жарты шеңберімен, 

ОХ осімен шектелген )0( y .         Жауабы: .2ln 5,0   

        

 59. 
D

dxdyyx  2  интегралын есептеу керек, мұндағы D  облысы axy   пен 

)0( babxy   және pxy   мен )0( qpqxy   гиперболасымен 

шектелген. 

Ескерту. .  , vxyu
x

y
                               Жауабы: .

5

)(2 55






 


pq

ab

ab
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 60.  
D

dxdyyxyx  )()( 23  интегралын есептеу керек, мұндағы D  облысы 

1,3,1,1  yxyxyxyx   түзулермен шектелген. 

Ескерту. .  , vyxuyx                                         Жауабы: .
3

20
              

 

1.3 Жазық фигуралардың аудандарын есептеу. 
 

D  облысымен шектелген жазық фигураның ауданы 

 


D

dxdyS  

 

формуласымен анықталады. 

 Егер D  облысы )()(  , 21 xyyxybxa   теңсіздіктерімен шектелсе, онда  

 

 

b

a

xy

xy

dydxS

)(

)(

2

1

. 

 

 Егер D  облысы полярлық координаттар жүйесінде 

 ,  )()( 21  rrr   теңсіздіктермен шектелсе, онда 

 

 











)(

)(

2

1

.

r

r

rdrdS  

 

 61. 
1

2
2 


x

y  және 2xy   сызықтармен шектелген жазық фигураның 

ауданын табу керек. 

 Шешуі. Берілген сызықтардың қиылысу нүктелерін табамыз 

 

1  ,
1

2 2

2



xx

x
 

 

 Олар )1 ;1(A  және )1 ;1(B  нүктелері (3.8 Сурет). Сонымен 

1

2
  ,11

2

2




x
yxx  болғандықтан 

 

.
3

2

3
2

1

21

2

1

1

1

1

31

1

2

2

1

1

1

2

1

1

2

2

2

2

|| 










     



 






x

xD

x

x

x
arctgxdxx

x
dxydydxdxdyS   ▲ 
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          1.8 Сурет 

 

 62. Полярлық координаттар жүйесіне кӛшу арқылы 32322 2)( xyayx   

қисық сызығымен шектелген жазық фигураның ауданын табу керек )0( a . 

 Шешуі.  sin  ,cos ryrx   формулалары арқылы полярлық 

координаттар жүйесіне кӛшсек     

 

 cossin2 3426 rar   

 

     немесе  

 

,2sin|sin|cossin2 3   aar  

 

мұндағы 02sin   болғандықтан .
2

3
 ,

2
 ,0 























  Яғни   0-ден 

2


ке дейін 

ӛзгеретіндегі фигураның ауданы берілген фигураның ауданының жартысына 

тең болады (3.9 Сурет). 

  

 
 

 

1.9 Сурет 

 

Сонымен 
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.
2

sin
2

1
cossin22

22

0

42
2

0

32
cossin2

0

2

0

2
cossin2

0

2

0

||

33

a
adadrdrrdS

aa

 












▲ 

 

 Берілген сызықтармен шектелген жазық фигуралардың аудандарын табу 

керек. 

 

63. .6 ,4 2  yxyyx                                   Жауабы: .
6

1
 

 

64. .52 ,4 22 xxyxxy                                    Жауабы: .
2

27
 

 

65. .)0(3, ,2 ,  aayxayxyxyx               Жауабы: .
120

7 2a
 

 

66. .  , 22 xyyx                                           Жауабы: .
3

1
 

 

67. .69  ,2510 22 хуху                                    Жауабы: .
3

1516
  

 

68. ).0( 0 ,3 ,42  ауаухаху                                Жауабы: .
3

10 2a
 

 

69. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (эллипс).                      Жауабы: .  ba  

 

70. ).0(  cos  ),cos1(  aarar                           Жауабы:  . 25,1 2a  

 

71. .0,,4,2 2222  yxyxyxxyx         Жауабы: ).
2

1

4
(3 


 

 

72. .2)( 222 xyayx                          Жауабы: .2a  

 

73. ).4()( 22222 yxayx                         Жауабы: . 5,2 2a  

 

74. ).()( 22222 yxayx                        Жауабы: .2a  

 

75. ).3()( 22222 yxayx                        Жауабы: .3
3

2 2a










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1.4 Денелердің көлемдерін есептеу. 

 

Жоғарыдан ),( yxfz   бетімен, тӛменнен 0z  жазықтығымен, бүйір 

жағынан D  облысының шекарасы арқылы ӛтетін OZ осіне параллель 

болатын цилиндр бетімен шектелген дененің кӛлемі 

 


D

dxdyyxfV  ),(  

формуласымен есептеледі. 

  

76. 2

3

1
yz   бетімен, 0z , 03035    ,0525  yxyx  

жазықтықтарымен шектелген дененің кӛлемін табу керек. 

 Шешуі. Берілген дене жоғарыдан 2

3

1
yz   бетімен, тӛменнен 0z  

жазықтығымен, ал бүйір жағынан 0525  yx  және 03035  yx  

жазықтықтарымен шектелген (1.10 Сурет). 

 

 
 

1.10 Сурет 

 

Сондықтан 
D

dxdyyV  
3

1 2 , ал интегралдау D  облысы 

50    ,6,0614,0  yyxy  теңсіздіктерімен шектелген (1.11 Сурет).  

Сонымен  

 

  









d

y

y

yx

yx

dyyydyxydxydydxdyyV

6,06

14,0

5

0

2
5

0

6,06

14,0

22
5

0

2 )5(
3

1

3

1

3

1

3

1
|  

 

.
36

13
17

4

1

3

5

3

1
|
5

0

43 







 yy   ▲ 
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1.11 Сурет 

  

 77. 224 yxz   параболоиды және 0z  жазықтығымен шектелген 

дененің кӛлемін табу керек (1.12 Сурет). 

Шешуі. Жоғарыдан 224 yxz   параболоидымен, тӛменнен 0z  

жазықтығымен шектелген дененің кӛлемі 

 

. )4( 22

 
D

dxdyyxV  

 

 Интегралымен анықталады, мұндағы D  облысы 422  yx  шеңберімен 

шектелген. Бұл жағдайда  sin  ,cos ryrx   формулаларының кӛмегімен 

полярлық координаттар жүйесіне кӛшеміз. 

                                                       
 

       1.12 Сурет 

 

  

20  ,20  r  болғандықтан 

 

   









D

rrdrrrddrdrrV

 


2

0

2

0

2

0

42

2

0

22 .8)48(2
4

1
2 )4( )4( ||   ▲ 
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 Берілген беттермен шектелген денелердің кӛлемдерін табу керек: 

 

78. 5   ,1   ,0   ,3 2  yxyzxz  (бірінші октантта орналасқан).                                  

                                                                                             Жауабы: 12. 

79. .0   ,2   x,   ,0 2  yyxzz                              Жауабы: .
3

1
1  

 

80. .2   x,3   ,2   ,0  xyyzz                               Жауабы: 24. 

 

81. 3   ,    ,1   ,0 22 xyxyyxzz   (бірінші октантта орналасқан).

                                       Жауабы: .
48


 

82. .4 , ,0 2yyxzz                Жауабы: .
3

1
5  

 

83. .1, , ,0 222  yxyyxzz       Жауабы: .
105

88
 

 

84. .0,0,42x ,4 ,0  yxyxzz      Жауабы: .
3

40
 

 

85. .9 ,5 ,0 22  yxxzz        Жауабы: .
9

32
 

 

86. 0y 6,y3x12,2y3x ,6 ,0  yxzz    Жауабы: .12  

 

87. .0,1, ,1 ,0 2  yxxyyxzz       Жауабы: .
60

79
 

 

88. .0,0,8 x,4 ,0 22  yxyyxzz     Жауабы: .
3

232
8   

 

89. .0,2 x,24 ,0 2  yyyxzz       Жауабы: .
5

2
3  

 

90. .4 x, ,0 22  yxyzz             Жауабы: 4  

 

1.5 Беттің ауданын есептеу. 

 

Егер бет ),( yxfz   теңдеуімен берілсе, онда оның ауданы 

 

 


























D

dxdy
y

z

x

z
22

1  
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формуласымен анықталады, мұндағы D  облысы берілген беттің Оху  

жазықтығындағы проекциясы. 

 Егер бет ),( zyxx   теңдеуімен берілсе, онда оның ауданы  

 

 


























1

22

1
D

dydz
z

x

y

x
  

 

формуласымен анықталады, мұндағы 1D  облысы берілген беттің Oyz  

жазықтығындағы проекциясы. 

 Егер бет ),( zxyy   теңдеуімен берілсе, онда оның ауданы 

 

 


























2

22

1
D

dxdz
z

y

x

y
  

 

формуласымен анықталады, мұндағы 2D  облысы берілген беттің Oxz  

жазықтығындағы проекциясы. 

91. 
222 yxaz   сферасының 222 byx   цилиндрінің ішіндегі 

бӛлігінің бетінің ауданын табу керек )( ba   (3.13 Сурет). 

Шешуі. Сфера теңдеуінен 

 

;  ;
222222 yxa

y

y

z

yxa

x

x

z


















 

.11
222222

2

222

222

yxa

a

yxa

y

yxa

x

y

z

x

z


































  

 

 
1.13 Сурет 

 

 Интегралдау облысы 222 byx   дӛңгелегі болады. Осыдан  

 





D yxa

dxdy
.

222
  
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Полярлық координаттар жүйесіне кӛшсек, онда дӛңгелектің теңдеуі br   

болғандықтан  

 







    ||
0

22

2

0 0

2

0
2222

  
b

D

b

raa
ra

drr
da

ra

drdr
a

 




  

 

   2222  2 2 baaaabaa   .  ▲ 

 

92. 22 yxz   конусының 222 ayx   цилиндрінің ішіндегі бӛлігінің 

бетінің ауданын табу керек.      Жауабы: .2 2a  

 

93. 221 yxz   бетін 122  yx  цилиндрімен қиғандағы бӛлігінің ауданын 

табу керек.                            Жауабы: .
6

155



 

 

94. 1
543


zyx  жазықтығының координат жазықтықтарымен шектелген 

бӛлігінің ауданын табу керек.                        Жауабы: .
2

769
 

 

95. 12432  zyx  жазықтығының координат жазықтықтарымен шектелген 

бӛлігінің ауданын табу керек.                        Жауабы: .262  

 

96. 422  zyx  жазықтығының координат жазықтықтарымен шектелген 

бӛлігінің ауданын табу керек.                         Жауабы:  .6  

 

97. 422  yx  цилиндрін yzz    ,0  жазықтықтарымен қиғандағы 

бӛлігінің ауданын табу керек ).0( z     Жауабы:    .22  

 

98. zx 22   бетін 22x ,2,2  xyyx  жазықтықтарымен қиғандағы 

бӛлігінің ауданын табу керек.      Жауабы:    13  

 

99. xyz 22   бетін 0 ,4 ,1  zxy  жазықтықтарымен қиғандағы 

бӛлігінің ауданын табу керек.      Жауабы: .
2

320
 

 

100. 2yz   бетін 0,0,2  yxyx  цилиндрімен қиғандағы бӛлігінің 

ауданын табу керек.                      Жауабы: ).223ln(
4

2

6

5
  
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1.6 Екі еселі интегралдың механикада қолдануы. 

 

Oxy  жазықтығында аумағы D облысы, ал тығыздығы ),( yx   болатын 

пластинаның массасы:  

 


D

dxdyyxm .),(  

 

 Ох және Оу осьтеріне қарағандағы статикалық моменттері: 

 

 
D D

dxdyyxxyMdxdyyxy
x

M ),(       ,),(   

 

формулаларымен анықталады. 

Пластинаның ауырлық центрінің координаттары 
m

x
M

c
y

m

y
M

c
x  ,  

формулаларымен анықталады.  

Ох, Оу осьтеріне және  координата бас нүктесіне қарағандағы инерция 

моменттері 

 

 
DD

dxdyyxx
y

Idxdyyxy
x

I ,),(  ,),( 22         
D

y
I

x
IdxdyyxyxI ),(

0
22   

 

формулаларымен анықталады. 

Ескерту: Біртекті пластина үшін const , сондықтан 1  деп алуға 

болады. 

 

 101. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 эллипсін 1

b

y

a

x
 түзуімен қиғанда пайда болатын 

сегменттің ауырлық центрін табу керек )1(   (1.14 Сурет). 

 Шешуі.       




D
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

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
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


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a
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x

a

b
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      
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b
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b

a
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a

b
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b
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a

b
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a
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ydydxydxdyM

0

2

2

2
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2

2

0
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2

0
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2

1

2
|
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  .
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3

2
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2

2

0
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2

2

0

2

2

2

|
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a

b
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a
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







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.
6

2

0
)(

22

   




D

b
xb

b

a

xb
b

a

y

ba
xdxdyxdxdyM   

 

 
 

1.14 Сурет 

 

102. 0  ,3  ,2  yyxxy  сызықтарымен шектелген пластинаның Ох, Оу 

остеріне, координаттар жүйесінің бас нүктесіне қарағанда инерция 

моменттерін табу керек )1(   (1.15 Сурет). 

 

 
 

1.15 Сурет  
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.
35

34
8

7

4
64,2  yxo III    

 

103. Тығыздығы xzyx ),,(  тең 0   0,   x,3  yyx  түзулерімен 

шектелген үшбұрышты түрде берілген пластинаның массасын, статикалық 

моменттерін, ауырлық центрін табу керек.                                

                                  Жауабы:   .75,0  ;5,1  ;
4

3
6  ;

8

3
3  ;5,4  ccyx yxMMM  

 

104. 42   ,44 22  xyxy  параболаларымен шектелген біртекті 

пішіннің ауырлық центрін табу керек.                            

                                                                               Жауабы:  .0  ;4,0  cc yx  

 

105. 2   1,y  ,5,0  , 22  yxyxy  сызықтарымен шектелген біртекті 

пішіннің ауырлық центрін табу керек.                         

                                                                              Жауабы: .
28

17
1  ;

70

69
3  cc yx  

 

106. pxy 22   параболасымен және px 2  түзуінің қиылысынан пайда 

болған біртекті пішіннің ауырлық центрін табу керек.                   

                                                                              Жауабы: .0  ;2,1  cc ypx  

 

107. axy 2  параболасымен және )0(0,  yyax  түзуінің қиылысынан 

пайда болған біртекті пішіннің ауырлық центрін табу керек.                   

                                                                             Жауабы: .
8

3
  ;

5

3
ayax cc   

 

108. 
22 xay   шеңберімен және 0y  түзуімен шектелген біртекті 

пішіннің ауырлық центрін табу керек.                       

                                                                            Жауабы: .
3

4
  ;0


 cc yx  

 

109. yxy  22    x,  параболаларымен шектелген біртекті пішіннің ауырлық 

центрін табу керек.                            

                                                                            Жауабы:  .
20

9
  cc yx  

 

110. )cos1(  ar  кардиоидасымен шектелген біртекті пішіннің 

ауырлық центрін табу керек.                            

                                                                            Жауабы:  .0  ;
6

5
 cc y

a
x  
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111. 0  ,0  ,1  yx
b

y

a

x
 түзулерімен шектелген біртекті пішіннің 

OyOx  ,  осьтеріне және координаттар жүйесінің бас нүктесіне қарағандағы 

инерция моменттерін есептеу керек.                

                                                    Жауабы: .
12

(
;

12
;

12

)22

0

33 baab
I

ba
I

ab
I yx


  

 

112. )(    , 222222 rRryxRyx   шеңберімен шектелген біртекті 

сақинаның OyOx  ,  осьтеріне және координаттар жүйесінің бас нүктесіне 

қарағандағы инерция моменттерін есептеу керек.  

                                                        Жауабы:    .
32

;
64

44

0

44 rRIrRII yx 


 

 

113. 24 xy   параболасымен, 0y  түзуімен шектелген біртекті 

пішіннің OyOx  ,  остеріне және координаттар жүйесінің бас нүктесіне 

қарағандағы инерция моменттерін есептеу керек.                          

                                                  Жауабы: .
35

1664
;

15

128
;

105

4096
0
 III

yx
 

 

114. )cos1(  ar  кардиоидасының OyOx  ,  осьтеріне және 

координаттар жүйесінің бас нүктесіне қарағандағы инерция моменттерін 

есептеу керек.                                

                                                 Жауабы: .
32

 35
;

32

 49
;

32

 21 4

0

44 a
I

a
I

a
I yx


  

 

2 Үш еселі интегралдар 

 

2.1 Тік бұрышты координаттар жүйесіндегі үш еселі интегралдар.  

 

Oxyz  кеңістігіндегі тұйық V  облыста анықталған ),,( zyxf  функциясы 

берілсін. Үш ӛлшемді V  облысын кез келген жолмен n қарапайым 

облыстарға бӛлейік. Осы қарапайым облыстардың кӛлемдерін ,,...,, 21 nVVV   

ал оларға сәйкес диаметрлерін nddd ,...,, 21  арқылы белгілейік, мұндағы 

облыстардың диаметрі деп осы облыстың шекарасындағы (бетіндегі) екі 

нүктенің ара қашықтықтарының ең үлкенін айтады. 

 Әрбір қарапайым облыстардан кез келген бір ),,( 1111 zyxM  нүктеден 

таңдап алып, осы нүктелердегі берілген функциялардың мәндерін сәйкес 1V  

кӛлемдеріне кӛбейтіп қоссақ 



n

i

Vzyxf
1

1111 ),,(  ӛрнегі шығады. Осы қосынды 

),,( zyxf  функциясының V  облысындағы интегралдық қосындысы деп 

аталады.  
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 Егер осы интегралдық қосындысының 0max 1 d  шегі бар және ол шек 

үш ӛлшемді облыстың n қарапайым облыстарға қалай бӛлгенінен де, әрбір 

қарапайым облыстардан 1M  нүктесінің қалай алғанынанда тәуелсіз болса, 

онда осы шек ),,( zyxf функциясының V  облысындағы үш еселі интегралы 

деп аталады да былай белгіленеді: 

 

                     





V

n

i

iiii

V
d

VzyxfLimdzdydxzyxfdVzyxf
i 1

0max
),,(    ),,( ),,(            

 

 Егер үш ӛлшемді V  облысында 0),,( zyxf  болса, онда 
V

dVzyxf  ),,(  үш 

еселі интегралы тығыздығы ),,( zyxf  болатын V  денесінің массасына тең 

болады (үш еселі интегралдың физикалық мағынасы).  

 Үш еселі интегралдың негізгі қасиеттері екі еселі интегралдың негізгі 

қасиеттері сияқты болады. 

 Интегралдау V  облысы  

 
),(),(  ),()(  , 2121 yxzzyxzxyyxybxa   

 

теңсіздіктерімен анықталсын, мұндағы ),(  ),,(  ),(  ),( 2121 yxzyxzxyxy  

үзіліссіз функциялар. Осы V  облысында ),,( zyxf  функциясының үш еселі    

интегралы 

 

  
V

b

a

yxz

yxz

xy

xy

dzzyxfdydxdVzyxf

),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

 ),,(   ),,(  

 

формуласымен анықталады. 

 

 115. 


V

dxdydz
x

zy
2

2

1

cos
 интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

2/0  ,30  ,11  zyx  теңсіздіктерімен анықталады. 

 

 Шешуі. .
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 116.   
V

dxdydzzyx
2

 интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

30  ,30  ,30  zyx  теңсіздіктерімен анықталады. 
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          




  dxyxyxdyyxyxdx
y

y

|
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3

0
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3

0

44
  3

20

1
3

4

1  

          .
2

3
36

120

1
36

20

1
3

0

83

0

666555 |  xxxdxxxx   

  

 117. 










V zyx

dxdydz
4

543
1

  интегралын есептеу керек, мұндағы үш ӛлшемді 

V  денесі координаттар жазықтықтары және 1
543


zyx
 жазықтығымен 

шектелген (2.1 Сурет). 

 
 

2.1 Сурет 

 

Шешуі. V  денесі жоғарыдан ,
43

15 









yx
z  ал тӛменнен 0z  

жазықтығымен шектелген. V  денесінің Oxy  жазықтығындағы проекциясы 











3
14  ,0  ,0

x
yyx  түзулерімен шектелген үшбұрыш. Сонымен  
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.
4

5

3
16

2

1

62

1

3

5
|
3

0
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































x

x
x
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118.   
V

dVyx 22 3  интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

xzzyxyxy 2  ,0  ,0  ,2  ,   жазықтықтарымен шектелген (2.2 

Сурет).   

 

 
2.2 Сурет 

Шешуі. V  денесі жоғарыдан ,2xz   тӛменнен 0z  жазықтығымен 

шектелген. V  денесінің Oxy  жазықтығындағы проекциясы 

yxxyy  2  ,  ,0  түзулерімен шектелген, яғни xzyxyy 20 ,2 ,10    

(2.3 Сурет). 

 

 
 2.3 Сурет 

 

 Сонымен  

 

       
 


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
y

y
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y

y

x

dxzxxdyzdyxdxdydVyx
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0
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1

0

22 |333  



 33 

   
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4
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


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



















 y

y
y

yy
dyy

y .  

Берілген V облысы бойынша  
V

dzdydxzyxf    ),,( үш еселі 

интегралының шектерін қою керек: 

 

119.  V  облысы 0,0,0,1  zyxzyx  жазықтықтарымен шектелген 

тетраэдр.  

                                               Жауабы:  . ),,(   ),,(

1

0

1

0

1

0

  



V

yxx

dzzyxfdydxdVzyxf  

   

120.  V  облысы 0,1 22  zyxz  беттерімен шектелген дене.  

                                              Жауабы:  . ),,(   ),,(

1

1

1

0

1

1

222

2

  







V

yxx

x

dzzyxfdydxdVzyxf  

 

121.  V  облысы HzzRyx  ,0,222  беттерімен шектелген цилиндр.  

                                              Жауабы:  . ),,(   ),,(
0

22

22

  







V

R

R

HxR

xR

dzzyxfdydxdVzyxf  

 

122.  V  облысы сzzyx  ,222  беттерімен шектелген конус.  

                                             Жауабы:  . ),,(   ),,(

1

1

1

1 22

2

2

  
 






V

с

yx

x

x

dzzyxfdydxdVzyxf  

 

123.   

V

dxdydzzyx  222   интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

czbyax  0 ,0 ,0  теңсіздіктерімен анықталған.   

                                                                                Жауабы:  .
3

)( 222 cbaabc 
 

 

124.   

V

dxdydzzyx  2 3  интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

10 ,21 ,20  zyx  теңсіздіктерімен анықталған.               

                                                                                  Жауабы: -2,25.  

 

125. 
V

dxdydzz  интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

2210 ,2 x,5,00 yxzxyx   теңсіздіктерімен анықталған.                
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                                                                                     Жауабы: .
192

7
 

 

126. 
V

dxdydzx  yz2  интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

 ,0x 02  ,0  ,0  zyxzy  жазықтықтарымен шектелген.              

                                                                                     Жауабы:  .
315

16
 

 

127. 
V

dxdydz x 2  интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 эллипсоидамен шектелген. 

                                                                                  Жауабы: .
15

4 3bca   

 

128.  
V

dxdydz 
1)zy(x

1
3

 интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

координаттар жазықтықтары және 1 zyx  жазықтығымен шектелген    

                                                                                  Жауабы: .
16

5
2ln

2

1
   

 

129. 
V

dxdydz z  интегралын есептеу керек, мұндағы V  денесі 

222 yxz  конустық бетімен және 2z  жазықтықтарымен шектелген.          

                                                                                  Жауабы: .4   

 

 2.2 Үш еселі интегралда айнымалыларды алмастыру  

 

Үш еселі интегралда zyx ,,  координаталарынан  

 
),,,( ),,,( wvuyywvuxx   ),,( wvuzz   

 

формулаларының кӛмегімен wvu ,,  координатасына кӛшу 

 

     

VV

dudvdwJwvuFdxdydzzyxf  ),,( ),,(     

формуласымен жүзеге асады, мұндағы 
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  ,
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якобиан
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










 

 

ал ),,(  ),,,(  ),,,( wvuzzwvuyywvuxx  - үш ӛлшемді V  аймағында үзіліссіз, 

әрі үзіліссіз бірінші ретті дербес туындылары бар функциялар. 

 Дербес жағдайда zyx ,,  тікбұрышты координаттардан  

 

      

)  ,0  ,20(
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









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rx
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



       

 

формулаларының кӛмегімен zr ,,  цилиндрлік координаттарға кӛшкенде 

якобиан rJ   болады (2.4 Сурет).  Сондықтан 

 
     

VV

dzddrrzrrfdxdydzzyxf .   ),sin ,cos ( ),,(        

 

 
  

2.4 Сурет 

 

 Ал zyx ,,  тікбұрышты координаттардан 
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формулаларының кӛмегімен ,,r  сфералық координаттарға кӛшкенде 

якобиан  sin2rJ   болады  (2.5 Сурет). Сондықтан  

 

 

VV

dddrrrrrfdxdydzzyxf .   sin)cos ,sin sin ,sin cos ( ),,( 2   

  
                                                          2.5 Сурет 

 

130.  
V

dxdydzyxz  22  интегралын есептеу керек, мұндағы V облысы 

xyx 222   цилиндрімен және azzy    ,0  ,0  жазықтықтарымен 

шектелген. 

 Шешуі. Цилиндрлік координаталарға кӛшейік. Бұл жағдайда 

 cos2sincos 2222 rrr   немесе .0  ;
2

0  ,cos20  ;cos2 azrr 


   

Сондықтан  

   
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V V
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 dadr
a

drrd
a

ar
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3

4
)(sin)sin1(
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4 2
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0

2222 | aada 







 



    

 

131.  
V

dxdydzzyx  222  интегралын есептеу керек, мұндағы үш 

ӛлшемді V облысы 2222 Rzyx   сферасымен шектелген. 

 Шешуі. Сфералық координаттар жүйесіне кӛшейік. Бұл жағдайда  

 

,Rr   .sin  ,0  ;0  ,20 2  rJRr   

 

 Сондықтан  
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  

R

VV

drddddrdrrdxdydzzyx

0

3

0

2

0

2222 sinsin 


 

  . 
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 cossin 4
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2

00

3
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2

0

||| R
r

drdd

RR




     

 

132. 
V yx

dzdydxz
221

   
 интегралын есептеу керек, мұндағы V денесі 

222 ayx   цилиндрімен және hzz    ,0  жазықтықтарымен шектелген.   

             Жауабы:   ).1ln( 5,0 22 ah   

133.  
V

dxdydzyx  22  интегралын есептеу керек, мұндағы V денесі 

222 Ryx   цилиндрімен, 22 yxz   конусымен және 0z  жазықтығымен 

шектелген.           Жауабы:  . 5,0 4R   

 

134.   
V

dxdydzzyx  
3222  интегралын есептеу керек, мұндағы V 

денесі 122  yx  цилиндрімен және 1  ,0  zz  жазықтықтарымен 

шектелген.                           

                                                                                Жауабы:  .5,1   

135.   
V

dxdydzzyx
2/32221  интегралын есептеу керек, мұндағы V – 

шар: .1222  zyx         Жауабы:   .122 
9

8
  

136. 
V

dxdydzx 2  интегралын есептеу керек, мұндағы V – шар: 

.2222 azyx           Жауабы: . 
15

4 3a  

 

137. 
V

dxdydzxyz  интегралын есептеу керек, мұндағы V денесі  

1222  zyx  сферасыен және 0  ,0  ,0  zyx  жазықтықтарымен 

шектелген. 

             Жауабы: .
48

1
 

138. 
V

dxdydzz  2  интегралын есептеу керек, мұндағы V денесі  

1222  zyx  және zzyx 2222   шарларының ортақ бӛлігі. 

             Жауабы: .
480

59
  
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139. 
V

dxdydzz  интегралын есептеу керек, мұндағы V денесі  

)( 22

2

2
2 yx

R

h
z   конусымен және hz    жазықтығымен шектелген. 

             Жауабы: .
4

22Rh
 

 

140.  
V

dxdydzzyx  222  интегралын есептеу керек, мұндағы V денесі  

xzyx  222  сферасымен  шектелген. 

             Жауабы: .
10


 

 

 2.3 Үш еселі интегралдың механикада қолданылуы.  

 

 V  денесінің кӛлемі  

 

        
V

dxdydzV                  

формуласымен есептеледі. 

Тығыздығы ),,( zyx   болатын V  денесінің массасы 

 

      
V

dxdydzzyxm ),,( ,     

ал OxyOxzOyz   ,  ,  жазықтықтарына қарағандағы статикалық моменттері 

сәйкесінше 

 

 
V

xy

V

xz

V

yz dxdydzzyxzMdxdydzzyxyMdxdydzzyxxM ,),,(  ,),,(  ,),,(     

 

формуласымен есептелінеді. Біртекті дене үшін .const  

 Дененің ауырлық центрінің координаттары 

 

     
m

M
z

m

M
y

m

M
x

xyxzyz
 000    ,   ,                 

 

формулаларымен анықталады.   

 

OzOyOx ,  ,   осьтеріне және О нүктесіне қарағандағы инерция моменттері 

(екпіндік қарымдары) сәйкес 
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формулаларымен есептеледі. 

  

141. 22 yxaz   параболоидымен және az   жазықтығымен шектелген 

дененің кӛлемін табу керек. 

 Шешуі. Берілген дене жоғарыдан az   жазықтығымен, ал тӛменнен 

)(
1 22 yx
a

z   параболоидымен шектелген. Оның Oxy  жазықтығындағы 

проекциясы 222 ayx   теңсіздігімен анықталатын дӛңгелек. Бұл жағдайда 

цилиндрлік координаттарға кӛшсек параболоидтың 21
r

a
z   болады. Осыдан  
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2.6 Сурет 

 

142. Тығыздығы тұрақты 222 yxaz   жарты шарының ауырлық 

центрінің координаттарын табу керек. 

 Шешуі. Жарты шар симметриялы дене болғандықтан .0  ,0 00  yx  Дене 

жоғарыдан 222 yxaz   бетімен, тӛменнен 0z  жазықтығымен 
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шектелген, ал оның Оху жазықтығындағы проекциясы 222 ayx   дӛңгелегі 

болады. 

 Сфералық координаттарға кӛшсек, онда ar  0  ,
2

0  ,20


  

болады. Осыдан  
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143. 222 yxz   конустық бетімен az   жазықтығымен шектелген, 

дененің координаттық осьтеріне және бас нүктеге қарағандағы инерция 

моменттерін табу керек )1(  . 

 Шешуі. Дене жоғарыдан az   жазықтығымен, тӛменнен 222 yxz   

конустық бетімен шектелген. Оның Оху жазықтығындағы проекциясы 
222 ayx   дӛңгелегі болады. 

 Инерция моменттерін цилиндрлік координаттарға кӛшу арқылы 

есептейміз. 
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144. 0  ,
4

9
  ,2 222  zxzyyx  беттерімен шектелген дененің кӛлемін 

табу керек.              Жауабы: .5,2   

 

145. 03035  ,0525  ,0  ,
3

1 2  yxyxzyz  беттерімен шектелген 

дененің кӛлемін табу керек.         Жауабы: .
36

13
17   

 

146. 32  ,3  ,1  ,0  ,0  zxyyzx  жазықтықтарымен шектелген дененің 

кӛлемін табу керек.           Жауабы: 4,5.  

 

147. 0  ,6  ,2  ,  zzxxyxy  беттерімен шектелген дененің кӛлемін 

табу керек.              Жауабы: .
5

648
 

 

148. )(    ,  ,2 2121
22 kkxkzxkzaxyx   беттерімен шектелген дененің 

кӛлемін табу керек.                    Жауабы:  ).( 12
2 kka    

 

149. Тығыздығы zyxzyx ),,(  функциясымен анықталған 

czbyax  0  ,0  ,0  параллелипипедінің массасын табу керек.   

                   Жауабы: ).(  5,0 cbaabc    

150. 0  ,0  ,0  ,  zyxazyx  жазықтықтарымен шектелген, 

тығыздығы xzyx ),,(  болатын пирамиданың массасын табу керек.                    
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                                                                                             Жауабы:  .
24

4a
  

151. azyx  22  параболоидымен және az   жазықтығымен шектелген 

біртекті дененің ауырлық центрін табу керек.    Жауабы:  ).
3

2
 ;0 ;0( aC  

 

152. 0  ,0  ,0  ,1  zyx
c

z

b

y

a

x
 жазықтығымен шектелген біртекті 

дененің ауырлық центрін табу керек.      Жауабы: .
4

;
4

;
4








 cba
C   

 

153. 3  ,1  ,0  ,0  ),3(
2

1
 yyxzxz  жазықтықтарымен шектелген 

дененің ауырлық центрін табу керек ).1(      Жауабы: ).5 ,0 ;2 ;1( C  

 

154. Біртекті 2222 azyx   шарының координаттық остеріне және оның 

бас нүктесіне қарағандағы инерция моменттерін (екпіндік қарымдарын) 

есептеу керек ).1(          

                                                      Жауабы: . 8,0  ; 
15

8 55 RIRIII
ozyx

    

155. 0  ,0  ,0  ,  zyxazyx  жазықтықтарымен шектелген дененің 

координаттық осьтеріне және оның бас нүктесіне қарағандағы инерция 

моменттерін есептеу керек ).1(       

                                                                Жауабы:  .
20

   ;
30

55 a
I

a
III

ozyx
   

156. 222 ayx   цилиндрімен 0z  және hz   жазықтықтарымен 

шектелген дененің координаттық осьтеріне және оның бас нүктесіне 

қарағандағы инерция моменттерін (екпіндік қарымдарын) есептеу керек 
).1(     

Жауабы:    .
6

)23(  
 ;

2

 
 ;

12

)43(  222422 haha
I

ha
I

haha
II ozyx








  

 

 

3    Параметрге  тәуелді   меншіксіз интегралдар 

 

 
 

 интегралын қарастырайық, мұндағы   – параметр, ал  функциясы екі  

айнымалды  функция.  – интегралы    параметріне  тәуелді интеграл. 

     функциясы  және оның    дербес  туындысы  
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       тіктӛртбұрышында  үзіліссіз болса,  онда 

функциясының     бойынша  туындысы 

 

 
тең болады.  

   Егер   интегралдау  шектегі      параметріне  тәуелді  болса, 

онда    

 
 

        функциясы      мәндері  қандай да  бір  D    облысының  

әрбір       мәндері  үшін  берілсін, осы облыстың  кез келген    мәні  үшін 

 

 
 

   меншіксіз  интегралын   параметр бойынша  дифференциалдау  

үшін         және     интегралдары       

бар болуы  қажетті. 

       интегралы    параметрі  бойынша        аралығында  

интегралдау  функциясы 

 

 

 

     Интеграл  астындағы    екі  айнымалды   функциясы  интегралдау  

облысында  үзіліссіз  болу  керек.   

 

157.      ,  интегралын  есептеу керек,  мұндағы   – оң  

сандар.  

Шешуі:              

 
 

интегралын  қарастырайық,   мұндағы    функциясы   
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және      аралығында  үзіліссіз.  Осы  интегралдың   бойынша   

туындысын  табайық. 

 

 
 

Тағы  да  дифференциалдайық. 

 

 
 

Сонымен  n –  рет  дифференциалдасақ, онда 

 

 

158.        интегралын  есептеу  керек,  мұндағы     оң  

бүтін  сан. 

Шешуі:  

 
 

Интегралын қарастырайық.  

  параметрі  бойынша  интегралдасақ, онда 

 

 
 

n –  рет  дифференциалдасақ, онда 

 

 
болады. 

 

159.              интегралын  есептеу  керек. 

 

Шешуі :     бойынша  дифференциалдасақ, онда 

 
Осыдан     
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160.       Эйлер – Пуассон  интегралын  есептеу керек. 

Шешуі :    деп  алайық,  мұндағы      және    . 

Соңғы  теңсіздіктің  екі  жағын    кӛбейтіп   бойынша  0 – ден ∞– ке  

дейін  интегралдасақ,  онда 

 

 
 

Интегралдау  ретін  ӛзгертсек, онда 

 
 

Осыдан,           

 

Тӛмендегі  интегралдарды  есептеу  керек. 

 

161.                     Жауабы:              

 

162.                           Жауабы:             

 

163.                      Жауабы:             

 

164.                       Жауабы:              

 

 

4 Қисық сызықты интегралдар 

 

4.1 Бірінші текті қисық сызықты интегралдар 

 

),( yxf  функциясы АВ доғасының нүктелерінде анықталған және үзіліссіз 

болсын. 

АВ доғасын кез келген жолмен BAAAAA n  ,...,,, 210  нүктелерімен n 

элементар доғаларға бӛлейік. 
iii

AAS
1

  доғасының ұзындығы болсын. Әр 
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элементар доғадан кез келген бір ),( iii yxM  нүктеден таңдап алып, ),( ii yxf  

функциясының мәндерін сәйкес  iS  аудандарына кӛбейтейік ),...,2,1( ni  . 

),( yxf  функциясы үшін АВ доға ұзындығы бойынша интегралдық қосынды 

деп 





n

i

iii Syxf
1

),(  

қосындысын айтады. 

Доға ұзындығы бойынша (не бірінші текті) қисық сызықты интеграл 

деп интегралдық қосындының 0max  iS  -дағы шегін айтады. 

 





AB

n

i

iii
S

SyxfdSyxf
i 1

0max
),(lim),(  

мұндағы dS – доға дифференциалы. 

а) Егер АВ қисығы )(     )( bxaxy   формуласымен берілсе, онда 

бірінші текті қисық сызықты интеграл 

  

AB

b

a

dxxxxfdSyxf 2))('(1))(,(),(   

формуласымен есептеледі. 

ә) Егер АВ қисығы )(  ),( tyytxx   параметрлік теңдеумен берілсе 

),(   t  онда  

  

AB

b

a

dttytxxytxfdSyxf .)(')('))(),((),( 22  

Кеңістікте үш айнымалылы ),,( zyxf  функциясының бірінші текті қисық 

сызықты интегралы берілсін. Егер кеңістіктегі қисық ),(  ),(  ),( tzztyytxx   

)(   t  теңдеуімен берілсе, онда  

  

AB

b

a

dttztytxtzxytxfdSzyxf .)(')(')('))(),(),((),,( 222  

Егер 0),( yxf  болса, онда 
AB

dSyxf ),(  - бірінші текті қисық сызықты 

интегралы тығыздығы ),( yxf  болатын АВ қисығының массасына тең болады 

(физикалық мағынасы). 

Егер 0),( yxf  болса, онда 
AB

dSyxf ),(  - бірінші текті қисық сызықты 

интегралы жасаушылары Oz осіне  параллель болатын, жоғарыдан ),( yxfz   

қисығымен, тӛменнен Оху жазықтығымен шектелген цилиндрлік беттің 

ауданына тең болады (геометриялық мағынасы). 

 

Б і р і н ш і      т е к т і        қ и с ы қ      с ы з ы қ т ы       и н т е г р а л д ы ң   

 н е г і з г і   қ а с и е т т е р і: 

1
0
. І  текті қисық сызықты интеграл интегралдау жолының бағытына тәуелсіз 

болады, яғни  
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.),(),(  

BAAB

dSyxfdSyxf  

2
0
.    

ABABAB

dSyxfdSyxfdSyxfyxf .),(),(),(),( 2121  

3
0
. .),(),(  

BAAB

dSyxfkdSyxfk  

 

4
0
. Егер С нүктесі АВ қисығында жатса, онда 

 

 

CBACAB

dSyxfdSyxfdSyxf .),(),(),(  

 

165.  
AB

dSyx )(  интегралын есептеу керек, мұндағы АВ – түзуінің )0 ,0(A  

нүктесінен )3 ,4(B  нүктесіне дейінгі бӛлігі. 

Шешуі. АВ түзуінің теңдеуі xy
4

3
  болады. .

4

3
'y  

Осыдан .
2

5

32

5

16

5

4

3
1

4

3
)(

4

0

4

0

2

24

0


















  xxdxdxxxdSyx

AB

   

 

166. 
AB x

ydS
 интегралын есепте, егер 32

9

4
xyAB   доғасы, 

).3/232 ;8(  ),32 ;3( BA  

Шешуі.    
AB

dxxxdxx
x

x

x

ydS
xyxy

8

3

8

3

2/1

2/3

2/12/3 1
3

2
13

2

           '    ,
3

2
 

     























3

2

3

2

3

2

35
242

2

.
45

2152

353

4

3

4
21

3

2

38

232

11
tt

dttttdttt

tx

txdtdx

txtx

      

 

167.  

L

dSyx )2(  интегралын есепте, мұндағы ABCL  үшбұрышының 

контуры ).0 ;0(  ),1 ;0(  ),0 ;1( OBA  

Шешуі.  

 

АВ теңдеуі: .10  ,2  ,1'  ,1  xdхdSyxy  

ОВ теңдеуі: .10  ,  ,0  ydydSx  

ОА теңдеуі: .10  ,  ,0  xdxdSy  

 

OABOABL

dSyxdSyxdSyxdSyx )2()2()2()2(  









 

1

0

2
1

0

21

0

1

0

1

0
22

222)1(
y

x
x

xdxydydxx  
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 .12
2

3

2

3

2

231

0

2  x           

 

168. 
OA yx

dS

422
 интегралын есептеу керек, мұндағы ОА – түзуінің 

)0 ;0(O  нүктесі мен )2 ;1(A  нүктесінің арасындағы бӛлігі.          

                                                                                              Жауабы: .
2

35
ln


  

169. 
AB x

ydS
 интегралын есептеу керек, мұндағы АВ: 32

9

4
xy   теңдеуімен 

берілген жарты кубтық параболаның доғасы, )32 ;3(A  нүктесінен 















3

232
  ;8B  нүктесіне дейін.         Жауабы: .

45

2152
 

170. 
AB

dSy 2  интегралын есептеу керек, мұндағы АВ - 

2
0  ,sin  ,cos


 ttaytaх  шеңбердің бӛлігі.               Жауабы: .

4

 3a
 

 

171. 
AB

dSy 2  интегралын есептеу керек, мұндағы АВ - 

20),cos1(  ),sin(  ttayttaх     циклоиданың бӛлігі.                  

                                                                                               Жауабы: .
15

 256 3a
 

 

172.  

L

dSyx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы L: ,22 ayyx   

)0( a  шеңбердің контуры.                                                Жауабы: .2 2а  

 

173. 
L zyx

dS

222
 интегралын есептеу керек, мұндағы L: 

btztaytax    ,sin  ,cos  винттік сызығының  бірінші айналымы. 

                                                                              Жауабы: .
222

a

b
arctg

ab

bа  
 

 

174. 
L

xydS  интегралын есептеу керек, мұндағы L: 

2
0  ,sin  ,cos


 ttaytax  шеңберінің бӛлігі.     Жауабы: .

2

3a
 

175. 
L

xydS  интегралын есептеу керек, мұндағы L: 0 aayx  квадрат 

контуры.                                                                     Жауабы: 0. 
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176.  
AB

yx

dS
 интегралын есептеу керек, мұндағы 

2

4
  :




x
yAB  түзуінің 

)2;0( A  нүктесінен )0 ;4(B  нүктесіне дейінгі бӛлігі.    Жауабы: .2ln5  

 

177.  

L

dSyx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы L: 

20)cos(sin),sin(cos  ttttaytttax   доғасы.                                                     

                                                                                  Жауабы:   .141
3

1
2

3

22








 а  

 

178.  
L

dSzx )(  интегралын есептеу керек, мұндағы L: 

10  ,
2

3
  , 2

2

 ttz
t

ytx      доғасы. 

                                                                                    Жауабы: ).1756(
54

1
  

 

 

4.2 Екінші текті қисық сызықты интегралдар. 

 

 ),( yxP  және ),( yxQ  функциялары АВ доғасының нүктелерінде үзіліссіз 

болсын. 

),(  ),,( yxQyxP  функциялары үшін  координаттар бойынша интегралдық 

қосынды деп  

 



n

i

iiiiii yyxQxyxP
1

),(),(  

қосындысын айтады. 

Координаттар бойынша (не екінші текті) қисық сызықты интеграл деп 

интегралдық қосындының 0max  ix  және 0max  iy  -дағы шегін айтады: 

     








n

i

iii
y

n

i

iii

AB
x

yyxQxyxPdyyxQdxyxP
ii 1

0max
1

0max
,lim,lim,),( . 

Екінші текті қисық сызықты интеграл    


 jyxQiyxPyxF ),(  ),(,  - 

айнымалы күштің АВ қисық сызықты жолмен жүрген жұмысы болады 

(механикалық мағынасы). 

 

Е к і н ш і       т е к т і       қ и с ы қ        с ы з ы қ т ы      и н т е г р а л д ы ң   

 н е г і з г і   қ а с и е т т е р і: 

1. ІІ текті қисық сызықты интеграл интегралдау жолының бағытын 

ауыстырғанда таңбасын қарама-қарсыға ӛзгертеді, яғни   

  

AB

dyyxQdxyxP ,),( -   

BА

dyyxQdxyxP ,),( . 
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2.   

AB

dyyxQdxyxP ,),(  

AB

dxyxP ),(  
AB

dyyxQ , . 

(Қалған қасиеттері бірінші текті қисық сызықты интегралдың қасиеттеріне 

ұқсас болады). 

 

а) Егер АВ қисығы  xy  ,  )( bxa   формуласымен берілсе, онда 

екінші текті қисық сызықты интеграл  

  

AB

dyyxQdxyxP ,),(          dxxxxQxxP

в

а

  ,, . 

ә) Егер АВ қисығы )(  ),( tyytxx   параметрлік теңдеумен берілсе, онда 

).(   t  

  . )('))(y),(()('))(y ),((),(),( dttyttxQtxttxPdyyxQdxyxP
AB

 





 

Кеңістікте үш айнымалылы ),,(  );,,(  );,,( zyxRzyxQzyxP  функцияларының 

екінші текті қисық сызықты интегралы берілсін. Егер кеңістіктегі қисық 

)(  ),(  ),(  );(   ttzztyytxx  теңдеуімен берілсе, онда  

 

       .)(')(),(),()(')(),(),()(')(),(),(

),,(),,(),,(

dttztztytxRtytztytxQtxtztytxP

dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB













 

 

Тұйық сызық бойынша екінші текті қисық сызықты интегралы 

 

L

QdyPdx  берілсе, онда интегралдау жолы сағат тіліне қарама-қарсы бағытта 

алынады (оң бағыт деп саналады). 

 

179.  
AB

xydydxyx )( 22  интегралын есептеу керек, мұндағы )1 ;1(A  

нүктесінен )4 ;3(B  нүктесіне дейінгі түзудің бӛлігі. 

Шешуі. АВ түзуінің теңдеуі  

 

14

1

13

1








 ух
 немесе 

2

1

2

3
 ху  болады.   ;

2

3
'y dxdy

2

3
 ,    осыдан 

 
































3

1

2
222

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3
)( dxxxxxxydydxyx

AB

 


















 

3

1

2
3

1

222

4

1

4

3

4

3

4

9

4

1

2

3

4

9
dxxxdxxxxxx  

.
6

67

2

1
3

3

26

4

1

8

3

3

3

1

2
3















 xx

x     
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180.  
AB

dyхууdxxyx )2()2( 22  интегралын есептеу керек, мұндағы 

АВ:  2ху   параболасының доғасы, )1 ;1(А  нүктесінен )1 ;1(В  нүктесіне дейін. 

Шешуі. xdxdyху 2  ,2   

   


dxxxxxxxxdyхууdxxyx
AB

1

1

242222 2)2()2()2()2(  

.
15

14

5

4

323
)422(

1

1

1

1

5
643

4532

 















 x

xxx
dxxxxx    

 

181.  
L

ydxxdy 32  интегралын есептеу керек, мұндағы L контуры сағат 

тіліне қарсы бағыттағы ).0 ;6(  ),2 ;2(  ),0 ;0(  : BAOOAB  

Шешуі. Интегралдау контурын үшке бӛлеміз. 

 

  

BOABL OA

 

ОА аралығында х 0-ден 2-ге дейін ӛзгереді. 
.  , dxdyxy   

   

OA

x
xdxdxxxydxxdy

2

0

2

0

2

0

2

.2
2

)32(32  

АВ аралығында х 2-ден 0-ге дейін ӛзгереді, 
.2  ,26 dxdyxy        

    
AB

dxxxdxxxydxxdy
0

2

0

2

)6184()26(3)2(232  

  .3218)182(

0

2

0

2

2   xxdxx  

ВО аралығында  у   6-дан 0-ге дейін ӛзгереді. 0х , 0dx  

 

BO

ydxxdy 032 . 

         Сонымен, 

 
L

ydxxdx 3032232 .     

 

182.  
L

dzyxydyxdx )1(  интегралын есептеу керек , мұндағы  

,13,12,1  tztytx    10  t . 

Шешуі. dtdzdtdydtdx 3    ,2   ,   

         .13614311212121)1(
1

0

1

0
  dttdtttttdzyxydyxdx

L
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183.  
OA

dyxxydx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы ОА түзуінің 

О(0;0) нүктесінен  А(2;1) нүктесіне дейінгі бӛлігі.       

                                                                                                     Жауабы:4/3. 

184.  
OA

dyxxydx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы 

22yx  параболасының О(0;0) нүктесінен  А(2;1) нүктесіне дейінгі бӛлігі.      

                                                                                                  Жауабы:2,4. 

185.  
OA

dyxxydx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы 

yx 42  параболасының О(0;0) нүктесінен  А(2;1) нүктесіне дейінгі бӛлігі.   

                                                                                                    Жауабы:0. 

186.  
OA

dyxxydx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы ОВА сынық 

сызығы,  О(0;0) ,  В(2;0), А(2;1).   

                                                                                                    Жауабы: -4. 

187.  
OA

dyxxydx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы ОСА сынық 

сызығы,  О(0;0) ,  С(0;1), А(2;1).   

                                                                                                    Жауабы:4. 

189.  
AB

dyхууdxxyx )2()2( 22  интегралын есептеу керек, мұндағы АВ:  

2ху   параболасының доғасы, )1 ;1(А  нүктесінен )4;2(В  нүктесіне дейін.  

                                                                                                 Жауабы: .
30

19
40 . 

190.  
AВ

xdyydx sincos  интегралын есептеу керек, мұндағы АВ түзуінің  

А(2;-2)  нүктесінен  В(-2; 2) нүктесіне дейінгі бӛлігі.                                

                                                                                                 Жауабы:  2sin2 . 

191.  
L

dyyxdxyx 22 )()(  интегралын есептеу керек, мұндағы L: ОАВ- 

сынық сызығы, ).2  ;4(  ),0 ;2(   ),0 ;0( BAO               

                                                                                                 Жауабы: .
3

136
 

192.  
L

dyxyydx 2)(  интегралын есептеу керек, мұндағы L – сағат 

тіліне қарсы бағыттағы Ох осінен жоғары орналасқан 22 xxy   

параболасының бӛлігі.               

                                                                                     Жауабы: 4. 

193.  
L

dyyx )(  интегралын есептеу керек, мұндағы L:  ,0  ,0  yx  

1  ,1  yx  түзулерінен құралған тіктӛртбұрыш контуры.      

                                                                                                     Жауабы: 1. 
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194.  
L y

dx

x

dy
 интегралын есептеу керек, мұндағы L: 

tytx sin2  ,cos2   шеңберінің бірінші ширегі (сағат тіліне қарсы бағыт 

бойынша).                                             

                                                                                                         Жауабы: .  

195.  
L

dyxdxy 22  интегралын есептеу керек, мұндағы L: 

tbytax sin  ,cos   эллипстің жоғары бӛлігі (сағат тіліне қарсы бағыт 

бойынша).                                             

                                                                                                    Жауабы: 2

3

4
ab  

196.  
L

dyxydxx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы L: 22   , xyxy   

параболаларымен шектелген контур (сағат тіліне қарсы бағыт бойынша).      

                                                                                                        Жауабы: .
35

6  

197.  
OA

zxdxyzdyxydx  интегралын есептеу керек, мұндағы ОА:  

1  ,sin  ,cos  ztytx  шеңберінің бірінші ширегі (сағат тіліне қарсы бағыт 

бойынша).                           

                                                                                                         Жауабы: .
6

1
 

198.  
L

dxxyydyx 22  интегралын есептеу керек, егер 

.
2

0  ,sin  ,cos


 ttytx                       Жауабы: .
4


 

 

4.3 Екінші текті қисық сызықты интегралдың интегралдау жолына 

тәуелсіздігі. Функцияны оның толық дифференциалы арқылы табу.  

 

) ;(  ), ;( yxQyxP  функциялары және олардың бірінші ретті дербес 

туындылары D облысында және осы облыста толығымен жататын С қисық 

сызығында үзіліссіз болсын. 

dyyxQdxyxP

C

  ),(),(  интегралы интегралдау жолына тәуелсіз болуы үшін  

x

Q

y

P









 

 

шартының орындалуы қажетті және жеткілікті. 

Осы шарт орындалғанда D облысында жатқан кез келген L тұйық 

контуры бойынша алынған қисық сызықты интеграл нӛлге тең болады, яғни 

 

 

L

dyyxQdxyxP 0),(),( . 
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x

Q

y

P









 шарты орындалғанда dyyxQdxyxP ),(),(   интеграл астындағы 

ӛрнек қандай да бір );( yxUU    функциясының толық дифференциалына тең 

болады, яғни  
dyyxQdxyxPyxdU ),(),(),(   

 

);( yxU  функциясы (алғашқы функциясы) 

 
y

y

x

x

CdyyxQdxyxPyxU
00

),(),();(
0

 немесе СdyyxQdxyxPyxU

y

y

x

x

 
00

),(),();( 0
 

формуласымен табылады, мұндағы 00 , yx кез келген тұрақты сан, ал 

 

AB

dyyxQdxyxP ),(),(  интегралы, мұндағы );(  ),;(
2211

yxByxA   

  
2

1

2

1

22

11

),(),(),(),(),(),(
21

),(

),(

x

x

y

y

yx

yxAB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxPdyyxQdxyxP  

формуласымен есептеледі. 

 

199.  
)3;4(

)2;1(

32 )5()5( dyyxdxyx  интегралын есептеу керек. 

Шешуі. 

5             5),(

5             5),(

3

2













x

Q
yxyxQ

y

P
yxyxP

 

осыдан .
y

Q

x

P









 

Онда                      

4

1

3

2

32
)3;4(

)2;1(

32 )45()25()5()5( dyydxхdyyxdxyx  

.
4

1
87

4
2010

3

3

2

4
4

1

3
































y
yx

x
  ▲ 

 

200.   dyyxdxxydU )cos1(sin   болса, );( yxU  алғашқы 

функциясын табу керек. 

Шешуі. 0  ,0    1    cos1    sin 00 








 yx

x

Q

y

P
yxQxyP  деп аламыз. 

Сонда  

      CyyxxydyydxxyyxU
yx

yx

00
00

sincos)cos1()sin(),(  

.sin1cos Cyyxxy            

 



 55 

201.  
)3;2(

)1;1(

)3()3( dyyxdxyx  интегралын есептеу керек.     

                                                                                               Жауабы:  20,5. 

202.  
);(

)0;0(

)()(


dyyxdxyx  интегралын есептеу керек.      

                                                                                               Жауабы:  .2  

 

 203. dyyyxxdxyxyх )2)32()232( 22   интегралын есептеу керек. 

                                                                                                            Жауабы:  198. 

 

),( yxU  алғашқы функциясын оның толық дифференциалы арқылы табу 

керек. 

204.     .coscos1 dyyedxxedU yxyx      

                                                           Жауабы:  .sinsin CyxexU yx    

205.     .3232 2222 dyyxydxxyxdU      

                                                           Жауабы:    .33
3

1 2222 CyxyxyxU   

206.     .1 dyxshydxchyshxdU       

                                                           Жауабы:  .CyxchychxU   

207.     .163834 24233 dyxyyxdxyyxdU      

                                                           Жауабы:  .38 234 CyxyyxxU   

 

4.4 Грин формуласы. 

 

Егер ) ;(  ), ;( yxQyxP  функциялары және 
x

Q

y

P








  ,  дербес туындылары D 

облысында  және оның L шекарасында үзіліссіз болса, онда  

dxdy
y

P

x

Q
QdyPdx

L D

  
















  

болады және оны Грин формуласы дейді, әрі мұнда L контуры бойынша 

бағыт D облысы сол жақта болатындай етіп таңдап алынады.   

 

209. Грин формуласының кӛмегімен 

    
L

dyyxyxdxyxI 2222 222  интегралын есептеу керек, мұндағы L – 

тӛбелері )3 ;1(  ),2 ;2(  ),1 ;1( CBA  болатын тұйық үшбұрыш контуры. 

Шешуі. .2),(   ,22),( 2222 yxyxyxQyxyxP   

.22422 yxyyx
y

P

x

Q










 

Сонда  

D

dxdyyxI ,)22(  мұндағы D облысы - .ABC   
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АВ түзуінің теңдеуі .ху   

ВС түзуінің теңдеуі .4 ху   

      




2

1

2

1

222
4

4
2

1

2 2)4()4(22)22( dxxxxxxdxyxydyyxdxI

x

x

x

x

 

  .
3

4
16

3

4
816416

2

1

32
2

1

2 







  хххdxxx    

 

210. Грин формуласының кӛмегімен dyxyydxxI
L

22    интегралын 

есептеу керек, мұндағы L: 222 ayx   шеңбері.  

Шешуі. .),(   ,),( 22 xуyxQуxyxP   Сонда    .22 yx
y

P

x

Q










 

Осыдан  

 

D

dxdyyxI .)( 22  

Полярлық координаттар жүйесіне кӛшеміз:  
.20   ,sin   ,cos   ryrx          

 

 .
2

1

4

1 4

2

0

4

0

3

2

0

adadrrdI
a




      

 

211. Грин формуласының кӛмегімен 

    
L

dyyxydxyxxI 2222 ln)ln(  

D облысының L шекарасы бойынша қисық сызықты интегралын қос 

интегралға түрлендіру керек.                   

                                                                                            Жауабы:  .
)1(2

22
dxdy

yx

xy

D





 

212. Грин формуласының кӛмегімен 

   
L

dyyxxxyydxyx 2222 ln  интегралын есептеу керек, мұндағы 

L: 2  ,0   ,4  ,1  yyxx  -тіктӛртбұрыш контуры.       

                                 Жауабы:  8. 

 

4.5 Жазық фигураның ауданын есептеу 

 

Тұйық L сызығымен шектелген фигураның ауданы   

 

L

ydxxdyS
2

1
 

формуласымен есептеледі. Мұнда интегралдау L контуры бойынша 

бағыт D облысы сол жақта болатындай етіп таңдап алынады.   
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213. taytax 33 sin    ,cos   астроидымен шектелген фигураның 

ауданын табу керек. 

Шешуі.  

.20      ,cossin3

cossin3
2

2





tttady

ttadx  

Осыдан,       dtttatattataydxxdyS

L

2323

0

2 cossin3sincossin3cos
2

1

2

1   

  .
8

3

4

4sin

16

3
4cos1

16

3
2sin

8

3
cossin

2

3 22

0

2

0

222

0

22
2

0

222 at
t

a
dtt

a
tdtatdtta














    ▲ 

 

214. tbytax sin  ,cos   эллипсімен шектелген фигураның ауданын 

табу керек.                          

                                                                                                    Жауабы:  ab . 

215. 22   , xyxy   параболаларымен шектелген фигураның ауданын 

табу керек.                    

                                                                                                     Жауабы:  .
3

1
 

216. 
)2sinsin2(

)2coscos2(

ttay

ttax




 кардиоидамен шектелген фигураның ауданын 

табу керек.                    

                                                                                                   Жауабы:  .6 2a  

 

5. Беттік интегралдар 

 

5.1 Бірінші текті беттік интегралдар 

 

 ),,( zyxfU   үзіліссіз функциясы болсын және ),( yxz   формуласымен 

  беті берілсін. Бет ауданы бойынша беттік интеграл ( не бірінші текті 

беттік интеграл) деп  

 





n

k

kkkk
diam

dzyxfzyxf
k 1

0  max
),,(),,(lim




  

мұндағы 
k

  -   бетінің k-ші элементінің ауданы, ),,( kkk zyx  нүктесі осы 

элементке тиісті, ),,( zyxf  функциясы   бетінің әрбір нүктесінде 

анықталады. 

Егер бет ),( yxz   теңдеуімен берілсе, онда  бірінші текті беттік 

интеграл  

 


























D

dxdy
y

z

x

z
yxyxfdzyxf

22

1)),(,,(),,( 



 

формуласымен есептеледі. 
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217. 
 




2

1 zx

d
 интегралын есептеу керек, мұндағы  : 1 zyx  

жазықтығының І октанттағы бӛлігі. 

Шешуі. Жазықтық теңдеуін түрлендірейік: yxz 1 . Бұдан ,1' xz   

,1' yz . 

dxdydxdyzzd yx 3''1 22  . 

  бетінің Оху жазықтығына проекциясы 

х+у=1, x=0, y=0 түзулерімен шектелген D 

үшбұрышы болады (5.1 Сурет). Осы 

үшбұрышта х 0-ден 1-ге дейін ӛзгереді. 

   

  

















1

0

1

0

1

0

1

0

2

22

2

1
3

2
3

11

3

1

dx
yy

dy
dx

yxx

dxdy

zx

d

xx

D



 

.
2

1
2ln3

2

1
1ln3 

2

1

1

1
3

1

0

1

0

 




























 xxdx

x

 

 

5.1 Сурет 

    

218.  


dyx )( 22   интегралын есептеу керек, мұндағы   беті 

222 yxz   конусының 0z  және  1z  жазықтықтарының арасындағы 

бӛлігі. 

Шешуі.  22 yxz  ,     

.211
22

2

22

2
22 dxdydxdy

yx

y

yx

x
dxdyzzd yx 





  

 

Сонда берілген интеграл    .222

 
D

dxdyyxI   

Интегралдау облысы D:  122  yx  дӛңгелегі болғандықтан  

  .
2

2
2242

2

0

2

0

1

0

322 




    ddrrddxdyyxI
D

 

 

219. azyx 822   бетінің 222 ayx   цилиндрімен шектелген 

бӛлігінің ауданын есептеу керек. 

Шешуі. yxaz 228  , бұдан 2,2  yx zz ,  ал  dxdyd 3  

 

xy

dxdyd



 3 . 

xy :   222 ayx   дӛңгелегі болады. Полярлық координаттар жүйесіне кӛшсек: 

arryrx  0,20     ,sin,cos  , 

онда 
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2

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

35,15,13 adadrrdrd

aa


 

   .    

 

220.  











dzyx
3

4
2  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті: 

12346  zyx  жазықтығының бірінші октанттағы бӛлігі.      

                                                                                   Жауабы:  614 . 

221.   


dyx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті: 

zyx 222   параболоидының 1z  жазықтығымен қиғандағы бӛлігі.            

                                                                                  Жауабы:   4324
15




. 

222.   


dyx 22  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті: 

2222 azyx   сфера.            

                                                                                  Жауабы:  
3

8 4a
. 

223. 


xyzd  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті: 22 yxz   

параболоидының 0z  және 1z  жазықтықтарымен қиғандағы бӛлігі. 

                                                                                          Жауабы:  .15125
420

1
  

 

5.2 Екінші текті беттік интегралдар 
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екінші текті беттік интеграл 
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ӛрнектеледі. 
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формулаларымен анықталады, мұндағы таңба   бетінің 


n  нормалінің 

бағытына байланысты анықталады. 

Егер   беті ),( zyxx   немесе ),( zxyy   немесе ),( yxzz   формуласымен 

берілсе және   бетінің xyxzOyz O  ,O  ,  жазықтықтарындағы проекцияларын 

сәйкес 
xyxzyz

   ,  ,  деп белгілесек, онда екінші текті беттік интеграл  
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формулаларымен есептеледі. 

 

224. dxdyyxdxdzyzdydzzxI )2()()(  


 интегралын есептеу 

керек, мұндағы   беті 022  zyx  жазықтығының координат 

жазықтықтарымен қиғандағы бӛлігі, нормаль бағыты Ох осімен сүйір бұрыш 

жасайды (4.2 Сурет). 
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225.  


xydxdyxzdxdyyzdydz  интегралын есептеу керек, мұндағы   

беті 632  zyx  жазықтығының координаттар жазықтығымен қиғандағы 

бӛлігі. 

                                                                                                    Жауабы:  21. 

226. 


zdxdy  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті 1
2
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z
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y
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x
 

эллипсоиды. 

                                                                           Жауабы:  .
3

4 abc
 

227.  


zdydzxydxdzdxdy 22  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті 

444 222  zyx  эллипсоидының бірінші октанттағы бӛлігі.   

                                                                                            Жауабы: .
15

4

3

4



 

228.  


dzdyzx )(  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті 

222  zyx  жазықтығының бірінші октанттағы бӛлігі.      

                                                                                    Жауабы:  .
12

1
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229.  


dxdyzdxdyydydzx 222  интегралын есептеу керек, мұндағы   беті 

)0(2222  zazyx    жартысферасы.                                                                                               

                                                                                             Жауабы:  .
2

4a
 

 

6  Өріс теориясының элементтері 

 

Егер кеңістіктің әрбір нүктесіне ),,( zyxUU   скалярлық функцияның 

мәні сәйкес келсе, онда оны скалярлық өріс дейді.  

Мысалы, егер ),,( zyxU  функциясы кеңістіктегі V облысының әрбір 

нүктесінде температураны анықтаса, онда оны температураның скалярлық 

өрісі дейді. 

),,( zyxU  скалярлық ӛріс бір тек қана бір берілген С мәнін қабылдайтын 

нүктелер жиынын деңгейлік бет дейді, оның теңдеуі СzyxU ),,( . 

Мысалы, 22 yxU   функциясының берілген скалярлық ӛрісінің 

деңгейлік сызығы Cyx  22  шеңберлер тобы болады. 
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векторының анықталған мәні сәйкес келсе, онда векторлық өріс берілді 

дейді. 
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станционарлық, ал байланысты болса, станционарсыз деп атайды. 

Векторлық сызық деп әрбір ),,( zyxM  нүктесінде бағыты сәйкес )(MF
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векторымен бағыттас болатын қисық сызығын айтады. Векторлық сызық 
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Егер V кӛлемін қоршаған   бетін тұйық, ал оған жүргізілген сыртқы 

нормаль бірлік 
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n  векторы болса, онда Гаусс-Остраградский формуласы 
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Егер ӛрістің әрбір нүктесінде 0
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арқылы ӛтетін вектор ағыны нӛлге тең. 

Егер ,gradUF 

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z
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x

U
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












  болса, онда 



F  векторлық 

ӛрісін дәрменді (потенциалды) ӛріс дейді, мұндағы U – скалярлық функция. 

Берілген бір байланысты облыста )(МF


 - ӛрісі дәрменді болу үшін 0


Frot  

теңдігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. Бұл жағдайда U – дәрмені бар 

және оны  
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теңдеуімен анықтайды. Егер U – дәрмені бір мәнді функция болса, онда  
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мұндағы АВ доғасы L қисығының бойынан алынады, Czyx ,,, 000  - кез келген 

сандар. 

Егер )(МF


 векторлық ӛріс бір мезгілде дәрменді және құбырлы ӛріс 

болса, онда  
0)( gradUdiV  

 

және дәрменді U функциясы гармониялық функция болады, яғни Лаплас 

теңдеуін қанағаттандырады. 
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мұндағы 
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2
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2
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










  - Лаплас операторы. 

 

230. 


 kzjyixF 222 32  векторлық ӛрісінің дивергенциясын табу 

керек. 

                                                               Жауабы:  .642 zyxFdiV 


  

231. 


 kуzjхyixF 222  векторлық ӛрісінің құйының (роторын) 

табу керек. 

Шешуі.  
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232. Стокс формуласының кӛмегімен     


jzxizyxF 323  


 kyx2  

векторлық ӛрісінің MNP үшбұрыш контуры бойынша иірімін 

(циркуляциясын) табу керек, мұндағы ).1 ;0 ;0(  ),0 ;3 ;0(  ),;0 ;0 ;2( PNМ  

Шешуі.  

      .2332211
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






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Стокс формуласы бойынша  

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dydzdFrotnrdFЦ
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 .2  

MNP үшбұрышынан тұратын L контуры 06623  zyx  жазықтығында 

жатады, осыдан .3
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233. Стокс формуласының кӛмегімен 


 kzуjzхiyxF )()()(  

векторлық ӛрісінің АВС үшбұрыш контуры бойынша иірімін 

(циркуляциясын) табу керек, мұндағы ).1 ;0 ;0(  ),0 ;1 ;0(  ),;0 ;0 ;0( CBA   

                                                                            Жауабы:  1. 

234. Стокс формуласының кӛмегімен 


 jхiyF  векторлық ӛрісінің 

1)1( 22  yx  шеңбері бойынша иірімін (циркуляциясын) табу керек.                

                                                                                                Жауабы:  .2  
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235. 


 kxyzjxzyiyzxF )42()42()42(  векторлық ӛрісі дәрменді 

(потенциалды) немесе құбырлы (соленоидалды) бола ма тексеру керек. 

Дәрменді ӛріс болған жағдайда оны дәрменін (потенциалын) табу керек. 

Шешуі. Векторлық ӛрістің дәрменділігін тексерейік: 

 

      .0444444

424242
























zzkyyjxxi

xyzxzyyzx

zyx

kji

Frot  



F  векторлық ӛрісі дәрменді. Енді ӛрістің дәрменін табайық. 
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01 4  деп алсақ, онда  
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222 CxyzzyxU   

 

Енді ӛріс құбырлы бола ма, тексерейік: .06 
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









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
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P
FdiV  

Берілген ӛріс құбырлы емес.        

 

RdzQdyPdxF 


 ӛрісі дәрменді немесе құбырлы ӛріс бола ма, 

тексеру керек. Дәрменді ӛріс болған жағдайда дәрменін табу керек. 

 

236. .)3()3()3( 222


 kxyzjxzyiyzxF  

       Жауабы:  Ӛріс дәрменді, бірақ құбырлы емес 

.),,( 333 CxyzzyxzyxU   

 

237. .)3()()2(


 kxyzjxzyiyzxF  

       Жауабы:  Ӛріс әрі дәрменді, әрі құбырлы (гармоникалық ӛріс)      

        .
2

3

2

1
),,( 222 CxyzzyxzyxU   

238. .2


 kzjyzixzF      

Жауабы:  Ӛріс дәрменді емес, бірақ құбырлы. 
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

 kzyxRjzyxQizyxPF ),,(),,(),,(  ӛрісі және 0 DCzByAx  

жазықтығы мен координат жазықтықтарымен шектелген пирамида   беті 

берілсін. Гаусс-Остроградский формуласының кӛмегімен 


F  ӛрісінің ағынын 

есептеу керек. 

239. .22   ,222 


zyxkyjzixF  

 

Шешуі.  

.2  , xFdiVdxdydzFdiVdnF

V
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

 



 

 

Сонымен, 6.1 Сурет бойынша интегралдар шектерін қояйық:  
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 6.1 Сурет 

 

 

240. .042-   ,)23()(4 


zyxkzyjzyxizF      

                                                                              Жауабы:  .
3

16
 

      241. .06223   ,)22()()( 


zyxkzxjzyiyxF      

                                                                                      Жауабы: 12. 

      242.   .222   ,322 


zyxkzxyjxizyF        

                                                                                      Жауабы:  1 
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      243. .6   ,222 


zyxkzjxiyF    Жауабы:  .
12

1
 

 

7  Фурье қатары 

 

2  периодты функцияның Фурье қатары.   ;  сегметінде 

анықталған, периоды 2  болатын )(xf  функциясының Фурье қатары деп 

 
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0 sincos
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n
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қатарын айтады, мұндағы  
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












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,...3,2,1;sin)(
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;cos)(
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1

0 nnxdxxfbnxdxxfadxxfa nn  

- Фурье қатарының коэффициенттері деп аталады. 

Егер Фурье қатары жинақты болса, онда оның қосындысы )(xS  периоды 

2  болатын функция болады. 

Дирихле теоремасы: )(xf  функциясы   ; -де экстремум мәндерінің 

саны ақырлы және бірінші текті үзілісті нүктелерінен басқа нүктелерінде 

үзіліссіз болсын. Пайда болған қатардың )(xS  қосындысы үзіліссіз болатын 

нүктелерінде )(xf  функциясының мәніне, яғни ),()( xfxS   ал үзілісті 

нүктелерінде берілген функцияның оң жақ және сол жақ шектерінің 

арифметикалық ортасына, яғни 

 

      xfxffxSxfxfxS ,)0()0()0(
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)(,)0()0(
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1
)(  

 

нүктесінде тең болады. 

Е с к е р т у.   Интеграл есептеу кезінде, оның мынадай қасиеттерін 

пайдалану керек: 
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Сонымен қатар 0cos,0sin  
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244.   ;  аралығында 1)(  xxf  функциясын Фурье қатарына жіктеу 

керек. 

Шешуі. Фурье қатарының коэффициенттерін табайық. 
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245.   ;  аралығында 
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Егер 12  mп  деп алсақ, онда .
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Егер )(xf  функциясы тақ болса, яғни ),()( xfxf   онда Фурье 
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формулаларымен есептеуге болады.      ▲ 
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246.   ;  аралығында 1)( 2  xxf  функциясын Фурье қатарына жіктеу 

керек. 
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











 




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x
x

dxxfa  

    






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


 




00

2

0

2 sin
2sin

1
2

cos1
2

nxdxx
n

nx
xnxdxxfan  

.
)1(4

sin
1cos4

cos
1cos4

2
0

2
00 n

nx
nn

n

n
nxdx

nn

nx
x

n

n






























 







 

Осыдан 









1
2

2

.cos
)1(

4
2

1

3
)(

n

m

nx
n

xf


 

Периоды 2  болатын )(xf  функциясы  2, aa  аралығында Фурье 

қатарына жіктелсе, мұндағы а кез келген сан, онда оның коэффициенттері 










222

0 ....3,2,1,sin)(
1

,cos)(
1

,)(
1

a

a

n

a

a

n

a

a

nnxdxxfbnxdxxfadxxfa  

формулаларымен табылады. 

 

247.  2 ;0  аралығында 2)( xxf   функциясын Фурье қатарына жіктеңіз. 

Шешуі. Бұл жағдайда .0a  

.
3

8

3

1 2
2

0

2

0

3
2

0






 
x

dxxa  






























 





2

0

2

0

2

0

2

0

2
2

0

2 cos
1cos2

sin
2sin1

cos
1

nx
nn

nx
x

n
nxdxx

n

x
xnxdxxan

 

.
4

sin
1

2cos
22

2

2

0
2 n

nx
n

n
nn























 















 





2

0

2

0

2
2

0

2 cos
2cos1

sin
1

xdxx
nn

nx
xnxdxxbn  

.
4

cos
241

sin
1sin22cos

4
1

2

0
3

22

0

2

0

2

n
nx

nnn
nxdx

nn

nx
x

nn

n 

















































   

Осыдан .sin
4

cos
4

3

4
)(

1
2

2 














n

nx
n

nx
n

xf


   ▲ 
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  2l  -периодты функцияның Фурье қатары. Егер периоды 2  болатын 

)(xf  функциясы  ;  сегментінде берілсе, мұндағы   кез келген сан, онда 

Дирихле теоремасының шарттары осы сегментте орындалғанда, )(xf  

функциясын Фурье қатарына жіктеуге болады. 

,sincos
2

)(
1

0 














n

nn

nx
b

nx
a

a
xf




 

мұндағы .sin)(
1

,cos)(
1

,)(
1

0 dx
nx

xfbdx
nx

xfadxxfa nn 


















 

Егер )(xf  функциясы жұп болса, онда  

...3,2,1,0,cos)(
2

,)(
2

00

0   nbdx
nx

xfadxxfa nn






. 

Егер )(xf  функциясы тақ болса, онда  

.sin)(
2

,0,0

0

0 dx
nx

xfbaa nn 








 

Егер )(xf  функциясы  ;0  аралығында берілсе, онда осы функцияны 

 ;  аралығында Фурье қатарына жіктеу үшін, оны  0;  аралығында 

Дирихле теоремасының шарттарын қанағаттандыратын кез келген 

функциямен жалғастыруға болады. 

Егер  0;  аралығында )(xf  функциясын қарастырсақ, онда бұл 

жағдайда тақ функция болады, олай болса Фурье қатарына «синус» бойынша 

жіктеледі деп аталады. 

Егер  0;  аралығында )(xf  функциясын алсақ, онда бұл жағдайда жұп 

функция болады және Фурье қатарына «косинус» бойынша жіктеледі деп 

аталаймыз. 

 

248.  5;5  аралығында 4)(  xxf  функциясын Фурье қатарына жіктеңіз. 

Шешуі. .44
25

1
)4(

5

1
5

5

25

5

0 

















 x
x

dxxa  

    .0
5

sin
5

5
sin

5
4

5

1

5
cos4

5

1
5

5

5

5

5

5















 



dx
nx

n

nx

n
xdx

nx
xan










 

    .
10

)1(
5

cos
5

5
cos

5
4

5

1

5
sin4

5

1 1
5

5

5

5

5

5
n

dx
nx

n

nx

n
xdx

nx
xb n

n










 

















   

Осыдан .
5

sin
)1(10

2)(
1

1












n

n nx

n
xf




      ▲ 

 

249.  ;0  аралығында xxf )(  функциясы берілсін, ал  0;  аралығында 

осы функциясының әр түрлі жағдайларын қарастырып, оны Фурье 

қатарларына жіктеу керек: 
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а) ;0)( xf  

ә) ;бойынша синус  )( xxf   

б) ;бойынша косинус )( xxf   

Шешуі. а)  0;  аралығында 0)( xf  болсын.  

.
22

1
)(

1 2

0

2

0

0










 


x
xdxdxxfa  

   .1)1(
1

cos
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sin
1sin

coscos
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x
xnxdxxnxdxxfa
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

 

 

.)1(

sin
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sinsin
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nx
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nxdx
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xnxdxxnxdxxfb
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



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




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Осыдан   ;sin1cos
1)1(

4
)(

1

1
2





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
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
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




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n
n

nx
n

nx
n

xf


 

ә)  0;  аралығында xxf )(  болсын, яғни функция тақ, олай болса, 

Фурье қатарына «синус» бойынша жіктейміз. Бұл жағдайда ;00 a   

  .
2

1sin
1cos
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2sin
2 1
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0 00 n
nx
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Осыдан ;sin
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
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


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

 
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n

nx
n

xf   

б)  0;  аралығында xxf )(  болсын, яғни функция жұп, олай болса, 

Фурье қатарына «косинус» бойынша жіктейміз. Бұл жағдайда ;00 b   

;
2 2

0

2

0






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 
.
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Егер 12  mn  деп белгілесек, онда 


 




1
2

2

.
)12(

)12cos(
4

2
)(

m m

xm
xf


   

 

Берілген интегралда функцияларды Фурье қатарына жіктеу керек. 

 

250.  .;,1)(  xxf               Жауабы:   
n

nx

n

n sin
)1(21

1






 . 
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251.  .;,
2

)( 






x

xf         Жауабы: 
n

nx

n

n sin
)1(

2 1









. 

252.  .;,
3

sin)( 
x

xf        Жауабы: 
2

1 91

sin
)1(

9

3

n

nxn

n

n







. 

 

253.  .;,
3

cos)( 
x

xf        Жауабы: 
2

1 161

cos
)1(

2422

n

nxn

n

n


 




. 

 

254. 













xb

xa
xf

0     егер  ,

0  егер  ,
)(    дербес жағдайын қарастыру керек: 

а) ;1 bа   ә) ;1,1  bà  б) ;1,0  bà  в) .0,1  bà  

                                                     Жауабы: 


 









1 12

)12sin()(2

2 n n

xnbaba


. 

 

255. 













xbx

xax
xf

0     егер  ,

0  егер  ,
)(  дербес жағдайын қарастыру керек: 

а) ;1 bà   ә) ;1,1  bà  б) ;1,0  bà  в) .0,1  bà  

Жауабы: 
 

 



















1 1

1

2

sin
)1()(

12

)12cos()(2

2 n n

n

n

nx
ba

n

xnabab


 . 

 

256.  .;,)(  xxf    Жауабы: 
n

nx

n

n sin
)1(2

1






 . 

 

257.  .;,)( 2  xxf    Жауабы:
2

1

2

)1(4
9 n

ñosnx

n

n








. 

 

258.  .;,)(  xxf    Жауабы: 
 




 




1
2

12

)12cos(4

2 n p

xp




. 

 

259.  .;,sin)(  xxxf   Жауабы: 


1

sin

n n

nx
. 

 

260.  .2;0,
2

)( 
 x

xf


   Жауабы: 
 




 




1
2

12

)12cos(4

2 n p

xp




. 

 

261.  .2;0,)( xxf     Жауабы: 





1

sin
2

n n

nx
 . 

 

262.  .1;1,)(  xxf    Жауабы: 
 




 




1
22

12

)12cos(4

2

1

n p

xn


. 
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263.  .1;1,)( 2  xxf    Жауабы: 







1
22

cos)1(4

3

1

n

n

n

nx


. 

 

264.  .1;1,1)(  xxf    Жауабы: 







1

sin
)1(2

1
n

n

x
n

x



. 

 

265.  .1;1,2)(  xxf    Жауабы: 
 




 




1
2

12

)12cos(2
5,2

n n

xp 


. 

 

266.  .15;5,10)( xxf     Жауабы:а) 





1

5
sin

)1(
10

n

n

n

nx


. 

 

267.  ;0  жарты периодында xxf 2)(   функциясын Фурье қатарына 

жіктеу керек:  

а) синус бойынша;                ә) косинус бойынша. 

Жауабы: а) 





1

2sin
2

n n

nx
,    ә) 



 




1
2)12(

)12cos(8

n n

xn


. 

 

268.  2;0  жарты периодында 
2

)(
2х

хxf   функциясын Фурье қатарына 

жіктеу керек: 

а) синус бойынша;                       ә) косинус бойынша. 

Жауабы: а) 


 




1
22 )12(

)5,0(sin16

n n

nx


,   ә) 






1

22

cos2

3

1

n n

nx


. 

 

269.  ;0  жарты периодында xxf 2cos)(   функциясын синус бойынша 

Фурье қатарына жіктеу керек.               Жауабы: 


 




1
22 2)12(

)12sin()12(4

n n

xnn


. 

 

270.  ;0  жарты периодында xxxf sin)(   функциясын косинус бойынша 

Фурье қатарына жіктеу керек.                  Жауабы: 









1
2

1

1

cos
)1(2

2

cos
1

n

n

n

nxx
. 
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Тест сұрақтары 

 

1. Еселі интегралды есептеу керек  
x

dydxx
0

2

1

2  

А)  0,5;               В) 4/5;                    С) 5;            D) 15/4;            E) 8.        

 

2.  
D

dxdy   мұндағы D  облысы  122  yx  

А) 4;                  В) 1;                      С) 2 ;          D)  ;                E)  4 . 

 

3.    
2

0

1

0

32 dyуdxх   интегралының мәнiн есептеу керек 

А) 4;                  В) 1;                      С) -1;          D) 1,5;                E)  2/3. 

 

4.   byyaxx  ,0,,0   түзулерiмен шектелген D  облысында   

 
D

xydxdy    интегралын есептеу керек 

А) ab2 ;            В) 
4

22ва
;            С) ab4 ;             D) 

2

22ва
;            Е) ав. 

 

5.   2,0,1,0  yyxx  түзулерiмен шектелген D облысында  

  
D

dxdyух )2( 2   интегралын есептеу керек 

А) 6
3

2
;              В) 

3

1
1 ;                С) 

3

2
4 ;             D) 4;                 E) 0. 

 

6.    


1

0

1

0

2

2

1 y

dyх
dx    интегралын  есептеу керек 

А) 
12


;             В) 

6


;               С) 12 ;           D) 6 ;                   E)  . 

 

7.  


2

2

4

2

),(

X

dyyxfdx  интегралының интегралдау ретiн ӛзгерту керек. 

A)   


y

y

dxyxfdy ),(

4

4

;            B)  dxyxfdy

y


0

4

0

),( ;        C) 


2

2

4

),(
2

dyyxfdy

X

;    

D)    


4

0

),(

y

y

dxyxfdy ;            E)  


4

0

),(

y

y

dyyxfdx . 

8.  
4

2

4

),(
y

dxyxfdy    интегралының  интегралдау  ретiн ӛзгерту керек. 

A)   
y

y

dyyxfdx
2

4

),( ;            B)  
x

dyyxfdx
2

4

2

),( ;         C) 
4

2

),(
y

y

dyyxfdx ;   
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D)  
y

y

dyyxfdx
2

4

),( ;             E)   
4

22

),( dyyxfdx

x

. 

 

9.   Полярлық координаталардағы қос интеграл 

А)  
D

drdrrf  sin,cos     В)  
D

dxdyrrf  sin,cos    С)  
D

drrdyxf ,  

D)  
D

dxdyyxf ,                  E)  
D

drrdrrf  sin,cos . 

 

10.   );( yxfz     бетімен шектелген дене кӛлемі  

А) 
D

dxdy ;      B)  
D

xdxdy ;   C)  
D

yxdxdy     D)  
D

dxdyyxf );( ;   E)  
D

dxdyy2  

  

11.  



2

0 0

2

a

drrd      екi еселi интегралды есептеу керек 

 

А)  
  33/2 a

;     В) 22 a ;       С) a2 ;           D) 
2

2а
;              E)  2a ; 

 

12.   








tby

tax

sin

cos
 эллипсінің ауданын табыңыз: 

 

A) ab ;         B)  ;            C) ab ;            D) 22ba ;             E)  22ba . 

 

13.   Жазық пластинканың  Ох осіне қарағандағы инерция моментін есептеу 

формуласы 

 

A) 

b

a

dxxfA )(2  ;                  B) 
D

dxdyyxfI );( ;    C) 
D

x dxdyyxyI );(2   ;                                          

D) 

b

a

dxxfA )(2 ;                    E) 
D

y dxdyyxxI );(2 . 

 

14. 0,27;3  xyxy ,  сызықтарымен шектелген фигура ауданын табу керек. 

A) 2;              B) 16;             C)  243/4;             D) 5/43;              E) 4. 

 

15. Үш еселі интеграл үшiн қате тұжырымды кӛрсет: 

 

A)  тұрақты кӛбейткiштi интеграл таңбасының алдына шығаруға болады; 

B) интегралдау облысын бӛлiктеуге болады;  

C) функциялардың алгебралық қосындысының үш еселі интегралы олардың 

интегралдарының   алгебралық  қосындысына тең; 

D) үштік интеграл тек дұрыс облыс бойынша есептеледі; 
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E) екі функцияның кӛбейтіндісінің үштік интегралы интегралдардың 

кӛбейтідісіне тең.   

 

16.  Есептеңіз:  
v

xyzdxdydz    10,30,20  zyx  

A) 0,5;          B) 1,5;              C)  4,5;              D) 2,5;           E) 3,5. 

 

17. Кеңiстiктегi G  денесiнiң кӛлемi неге тең? 

A)   
G

xyzdxdydz ;                       B)   
G

xydxdydz ;           C)   
G

zdxdydz ; 

D)    
G

dxdydzyxx )( ;               E)   
G

dxdydz . 

 

18.  Есептеңіз 
V

dxdydz мұндағы  V куб   .20;20;20  zyx  

A) 2                      B)3                 C)  4             D) 5             E) 8 

 

19. Нүктенің тікбұрышты координаталарынан цилиндрлік координаталарға 

кӛшу формулалары 

A)   sin;cos ryrx    B)   cos;sin ryrx    C)   yrx ;  

D)  zzyx  ;sin;cos     E)   cos;sinsin;cossin rzryrx    

 

20.  Үш еселі интегралда тік бұрышты координаталардан сфералық 

координаталарға кӛшу формуласы 

A)  

);(

);(

)(

)(

2

1

2

1

);;();;(

yx

yx

x

x

b

aV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf









  

B)  

b

aGV

dxzyxfdydzdxdydzzyxf );;();;(   

C)  

);(

);(

)(

)(

2

1

2

1

);;();;(

yx

yx

y

y

b

aV

dzzyxfdxdydxdydzzyxf









 

 

D)   
VV

dddrrrfdxdydzzyxf  sin);;();;( 2  

 

E)   
VV

dzddzfdxdydzzyxf  );;();;(  

 

21.   Eceптеу керек   
1

0

3

0

2

0

zdzydyxdx  

А)9/2;             В) 16/3;           С) 4/3;           D) 5/6;                 E) 6/5. 
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22. Дененің  OX  осіне қарағандағы инерция моментін есептеу формуласы. 

 

A)  
V

dxdydzzyxfM );;( ;   B)  
V

dxdydzV ;    C)  dxdydzzyxxyI
V

z );;()( 22

   ; 

D)  dxdydzzyxzyI
V

x );;()( 22

   ;                       E)  dxdydzzyxzxI
V

y );;()( 22

   . 

 

23.   Координаталары 
y

X

x

Y
B

x

Z

z

X
B

z

Y

y

Z
B zyx





























 ;;  болатын вектор 

векторлық ӛрістің ... деп аталады. 

A) ағыны;              B) дұрыс жауабы жоқ;          C) циркуляциясы; 

D) құйыны;           E) дивергенциясы. 

 

24.  Қисық сызықты интеграл арқылы аудан есептеу формуласы қайсы? 

 А) )()()( aFbFdxxf

b

a

 ;B)  
L

ydxxdyS
2

1
 ;C)  

L

dsFЦ


; 

D)    dtttfdxxf )())(()(  ;E)    Cxfxfd )())(( . 

 

25.  Жазық D  облысы бойыша қос интегралды оның шекарасы C  қисығы 

бойынша интегралмен байланыстыратын формула қайсы?  

A) Ньютон-Лейбниц формуласы;           B) Стокс формуласы; 

C) Остроградский формуласы;    D) Коши формуласы;      E) Грин формуласы. 

      

26. kZjYiXF


  векторлық ӛрісінің циркуляциясын есептеу  формуласын 

табу керек. 

 А) )()()( aFbFdxxf

b

a

 ;         B)   vduuvudv ; 

C)   


Carctgx
x

dx
21

;             D) 
L

dsFЦ


;                E)    Cxfxfd )())(( . 

 

27.  Мына ӛрнектердің ішінен kZjYiXF


  векторлық ӛрісінің ағынын 

есептеу формуласын  табу керек. 

A) 
b

a

dssFA )( ;                 B)  dxxfV

b

a

 )(2 ;       C) dtttQ  





 )()( 22 ; 

D) dxxfxfP

b

a

  )(1)(2 2 ;                        E)  


dnF


 . 

 

28.   
C

dyyxYdxyxX 0);();(  теңдігі орындалуы үшін  мына шарттың 

орындалуы қажетті және жеткілікті: 

 

A) 
y

X

x

Y









 ;    B) 

x

X

y

Y









;   C) 

y

X

x

Y









 ;   D) 

y

X

x

Y









;    E)   

y

X

x

Y









. 
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29.  Қисық сызықты интегралмен массаны есептеу формуласын табу керек. 

A)  
b

a

dssFA )( ;               B)  dxxfV

b

a

 )(2 ;        C)  dtttS  





 )()( 22 ; 

D) 
L

dsyxfM );( ;            E)   
L

YdyXdxA . 

30.  Есептеу керек     
ОА

xdyydx  ,   мұндағы   3xyOA    параболасының 

   1;1,0;0 AO  нүктелерін қосатын доғасы. 

A) 1;               B)  0;                 C)  ;              D) e;         E) 3. 

 

31.   Грин формуласын табыңыз: 

A)  
D

dxdyyxfS );( ;    B)   SSn
n




lim ;     

C)   









L D

dxdy
y

X

x

Y
dyyxYdxyxX )();();( ; 

D)  

   





























 

dzn
y

X

x

Y
yn

x

Z

z

X
xn

z

Y

y

Z
ZdzYdyXdx );cos()();cos()();cos()( ; 

E)   














V

dznZynYxnXdxdydz
z

Z

y

Y

x

X



)];cos();cos();cos([)( .   

 

32.  Доғаның ұзындығы бойынша қисық сызықты интегралдың анықтамасы. 

A) ;)(1);();(
1

2

0max
lim i

n

i

iii

l s

xyxfdsyxf
i

 


  

B) 



n

i

iiiiii

C n

yyxYxyxXdyyxYdxyxX
1

));();(();();( lim ;     C)  
L

ydxxdyS
2

1
;   

D)   









L D

dxdy
y

X

x

Y
dyyxYdxyxX )();();( ;          E) 

D

dxdyyxfS );( . 

 

33.  Координталар бойынша қисық сызықты интегралдың анықтамасы. 

A) ;)(1);();(
1

2

0max
lim i

n

i

iii

l s

xyxfdsyxf
i

 


         B)  
L

ydxxdyS
2

1
 

C) 



n

i

iiiiii

C n

yyxYxyxXdyyxYdxyxX
1

));();(();();( lim ;   

D)   









L D

dxdy
y

X

x

Y
dyyxYdxyxX )();();( .           E)  

D

dxdyyxfS );(   

 

34.   kZjYiXF


  векторлық ӛрісінің дивергенциясын табыңыз: 

A) 0 ; B) k
z

Z
j

y

Y
i

x

X 














 ;C)  

z

Z

y

Y

x

X














 ;    

 D)  ZdzYdyXdx  ;  E)    coscoscos
z

Z

y

Y

x

X














. 

35.   Векторлық түрдегі Остроградский формуласын табыңыз: 
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A) k
z

u
j

y

u
i

x

u
ugrad
















 ;     B)   

 

dFrotnsdF


;     C)  
V

dnFdvFdiv





 ;   

  D) 
D

dxdyyxfS );(  ;             E)   









L D

dxdy
y

X

x

Y
dyyxYdxyxX )();();(  . 

 

36. kxyzjxzyiyzxF


)76()76()76(    векторлық ӛрісінің роторын 

табыңыз: 

A) y7 ;           B) x7 ;              C) 0;               D)  -14;               E)  21. 

 

37. kxyzjxzyiyzxF


)59()59()59(    векторлық ӛрісінің дивергенциясынн 

табыңыз::  

A) 21 ;              B) 27;            C) 8;              D)  32;                   E)  0. 

 

38.  Есептеу керек   
ОА

xdyydx , мұндағы    2xyOA  параболасының 

   1;1,0;0 AO  нүктелерін қосатын доғасы. 

A)  1;                  B)  0;             C)  ;             D) -1;                    E) 3. 

 

39.  Фурье коэффициенттерін табыңыз. 

A)  
)(

)(

)(

)(

a

af

x

xf
im

ax 



 ;  B)  1

sin

0


 x

x
im

x
  ; C)  0

2

2

2

2

2

2
















z

u

y

u

x

u
;  D)  )(

0
xf

x

y
im
x







 ;  

E)     
  
















nxdxxfbnxdxxfadxxfa nn sin)(
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40.  Коэффициенттері  мына формулалармен   
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табылатын қатар қалай аталады?  

A)  сан қатары;                  B)   дәрежелік қатар;             C)  Лоран қатары; 

D)   Фурье қатары;            E)   Тейлор қатары. 

 

Жауаптары 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

D D Е B C A Е B Е D 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

A A C C Е C Е Е D D 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

A D D B Е D Е A D A 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

C A C B C C B A Е D 
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