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Кіріспе  

 

Қазіргі ғылым мен техникада математикалық зерттеулер, модельдер, 

жобалар өте үлкен роль атқарады. Ол қазіргі ақпараттар жүйесінің дамуына 

тікелей байланысты. Демек математикалық нақты сандар шешімін табуға 

табысты қолдану мүмкіншілігін кеңейтеді. 

 Математика фундаменталды пән, одан дәріс беру төменгі жағдайды 

қарастырады: 

а) ойдың логикалық және алгоритмдік дамуын; 

ә)негізгі зерттеу әдістерін меңгеру және математикалық есептердің 

шешімдерін таба білу; 

б) математикалық негізгі сандық әдістерді меңгеру және оны компьютерде 

орындау; 

в) математикалық білімді өз бетінше ұғып алуға еңбектену, қолданбалы 

инженерлік және экономикалық есептерге талдау жүргізу. 

Математиканың жалпы курсы дәстүрлі мамандар үшін оқу жоспары 

бойынша арнайы және жалпы техникалық пәндерді табысты оқытуға маңызды 

мәні бар инженерлер білімдерінің математикалық фундаментін қалайды. 

«Математикалық талдаудан есептер жинағы» 2-бөлім «Математикалық 

анализ»  пәнінің бағдарламасына сәйкес кредиттік жүйеге лайықты етіліп 

жазылған.  

Мұнда бір айнымалы функцияның интегралдық есептеулері, анықталмаған  

интегралдар,  интегралдау ережелері және кестесі, анықталған интеграл, 

меншіксіз интеграл, анықталған интегралдарды қолдану тақырыптары бойынша 

теориялық материалдар, сонымен қатар үлгі-мысалдардың шешу жолдары 

көрсетіліп, соңында өзбетімен орындау үшін жаттығулар жауаптарымен 

берілген.   
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1 Анықталмаған интеграл 

 

1.1 Анықталмаған интеграл анықтамасы 

 

 Егер [a;b] кесіндісінің кез келген нүктесі үшін  xfxF  )(  немесе 

 dxxfxdF )(  теңдігі орындалса, онда осы кесіндіде  xF  функциясы  xf  

функциясының алғашқы функциясы деп аталады. 

 xf  функциясының анықталмаған интегралы деп  xF +C алғашқы 

функциялардың жиынтығы аталады және ол былай белгіленеді: 

 

     CxFdxxf ,  

 

мұндағы С - тұрақты. 

 

А н ы қ т а л м а ғ а н   и н т е г р а л   қ а с и е т т е р і: 

1
0
.        xfCxFdxxf 





 .                                                                 

2
0
.      dxxfdxxfd  .                                                                       

3
0
.      CxFxdF .                              

4
0
.        dxxgdxxfdxxgxf )()( .   

5
0
.       dxxfkdxxkf , мұндағы  k - тұрақты. 

6
0
.  Егер     ,CxFdxxf     онда       CbkxF

k
dxbkxf 

1
.            

 

Н е г і з г і   и н т е г р а л д а р   к е с т е с і 

 

1.   Cхdх . 

2. 1,0,
1

1







 



 xC

x
dxx .                     10. Cxctgxdx  sinln .     

3. 0,ln  xCx
x

dx
.                                   11. C

x
tg

x

dx
 2

ln
sin

 

4. 1,0,
ln

 aaC
a

a
dxa

x
x                          12. C

x
tg

x

dx









 42

ln
cos


 

4
/
. Cedxe xx  .                                          13.  


Carctgx

x

dx
21

 

5. Cxxdx  cossin .                                   13
/
.  


C

a

x
arctg

axa

dx 1
22  

6.   Cxxdx sincos .                                     14. C
ax

ax

aax

dx







 ln
2

1
22

 

7.   Ctgx
x

dx
2cos

 .                                       15. Cx
x

dx



 arcsin

1 2
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8. Cctgx
x

dx
 2sin .

 
                                  15

/
. C

a

x

xa

dx



 arcsin

22
 

9. Cxtgxdx  cosln  .                               16. Caxx
ax

dx





2

2
ln  

                  
 

 
1.     dxxx 23 2

   интегралын табу керек. 

 

Шешуі:
 

  cx
xx

dxxdxdxxdxxx     2
2

3

3
2323   

23
22

 

 

2.   







 dxx

x
dx cos

3

x

1
 

32  интегралын табу керек. 

 

Шешуі:
   

.  

 
cx

xx
cx

x
xxdxdxx

dxxxdxdx
x

dx
x

dxx
x

dx






















    

sin
2

31
sin

2
3cos3

cos
31

cos
3

x

1

2

2
13

2

3232

 

 

3.  dx
5

x
 

3 2

32




x

x
 интегралын табу керек. 

 

Шешуі:
   

 

 
5

1

55

x
dx

5

x
 3

2

3

1

3

2
2

3 2

3

3 2

2

3 2

32

  






























 

dxxxdx
x

x

xx

x
  

.
10

3

35

3

10

3

35

3

1
3

15

1

1
3

45

1

5

1

3 23 7

3

2

3

71
3

1
1

3

4

3

1

3

4

Сxx

cxxc
xx

dxxdxx


























 

 

4.    dx
4

1-2x  интегралын табу керек. 

 

Шешуі:
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       
 

.
10

12

2

1
121212

2

1
1-2x 

5
44

С
x

dxxdxdxdx 


 

 

 

5.  3-4x

dx
   интегралын табу керек. 

     

    Шешуі: .)34ln(
4

1

34

)34(

4

1

3-4x

dx
 Cxdx

x

xd





   

 

6. 
 x

dx

37
 интегралын табу керек. 

   

Шешуі:   

    .37
3

2

3

1
3737

37

1

3

1

37
 Сxdxxdxd

xx

dx






  

7. 
 228 xx

dx
 интегралын табу керек.  

 

Шешуі:  Бөлімдегі үшмүшелікте толық квадратты шығарып аламыз:    

 
   











C

x

x

dx

xx

dx

xx

dx

3

1
arcsin

1921928 222
. 

 

8.    1x

dx
 

22 x
  интегралын табу керек. 

       

 Шешуі:  
 

    









.

1

11

1

1x

dx
 

2222

22

22
Сarctgx

xx

dx

x

dx
dx

xx

xx

x

 

 

9.  
 dxx 532   интегралын табу керек. 

        

 Шешуі: .
2ln3

2
)53(2

3

1
2 

53
5353 Cxddx

x
xx  




 

 

10.    dxxсtg )76(   интегралын табу керек. 

  

      Шешуі: .)76sin(ln
6

1
)76()76(

6

1
)76( Cxxdxctgdxxctg    
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Төмендегі  анықталмаған  интегралдарды  есептеу керек: 

 

11.  .xa 43

 dx                                  Жауабы:
 

.
5

xa
 

43

c  

 

12.   . 1sin22

  dxxx
   

                 Жауабы:
 

.cos2
3

 
3

Cxx
x

  

 

13.     .121x 2

  dxx                   Жауабы:
 

.
32

2
34

Cxx
xx

  

 

14.  . 2x1  dx                             Жауабы:
 

.
3

)21( 3

C
x




 

 

15.    .23t  
3
dt                             Жауабы:

 
.)23(

12

1 4 Ct 

 

 

16.  .
3-x

dx
 dx

n
                              Жауабы:

 
.)3(

1

1 Cx
n

n
n n 





 

 

17.  .   ax

dx
                                      Жауабы:

 
.ln Cax 

 

 

18.  .   bxa

dx
                                     Жауабы:

 
.ln

1
Cbxa

b


 

 

19.  . 
34


 x

dx
                                  Жауабы:

 
.34

3

2
Cx 

 

 

20.  
     

. 
4

3

3

4

1

2

2

1
234 
























dx

xxxx
        

                           Жауабы:
    

.4ln3
3

4

1

1

23

1
23

Cx
xxx












 

 

21.  
   

. 
74

1

32

1
96 

















dx

xx
        

                           Жауабы:
       

.
7456

1

3210

1
85

C
xx








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22.  . 
4

2-2

4

22

dx
x

xx





             Жауабы:

 
.

2
arcsin2ln 2 C

x
xx 

 

 

23. .3
)5(x-4

2a
 

3 2

2
dxxc

x

b
 













 
                                                   Жауабы:

 
.

5

9

5
44

3 5 Cxc
x

b
xa 




 

 

24.  .
102


dx

x

dx
                   Жауабы:

 
.10ln 2 Cxx 

 

 

25.  .
10 2


dx

x

dx
                    Жауабы:

 
.

10
arcsin C

x


 

 

26. . 
25124

 
2

 xx

dx
             Жауабы:

 
C. 2512432ln

2

1
 2  xxx

 

 

27.   .
4127

 
2

 xx

dx
              Жауабы:

 
. C

4

3-2x
arcsin

2

1
 

 

 

28. .
2562  xx

dx
                         Жауабы:

 
.

4

3

16

1
C

x
arctg 







 
 

   

29. .
53 2 x

dx
                                Жауабы:

 

.
5

3

15

1
Cxarctg 
















 
 

 

30. .
87 2 x

dx
                                 Жауабы:

 
.

227

227
ln

144

1
C

x

x





 

 

31.  .
652  xx

dx
                        Жауабы:

 
.

2

3
ln C

x

x






 

 

32.  .
94x

dx
 

2  x
                      Жауабы:

 

.
5

2

5

1
c

x
arctg 



 

 

33. .
44x

dx
 

2  x
                   Жауабы:

 

.
2

1
c

x




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34.   102x

dx
                                Жауабы:

 
.

10

10
ln

102

1
C

x

x






 

 

35.   102x

dx
                                Жауабы:

 
.

1010

1
C

x
arctg 

 

 

36.    xx

dx

102                              Жауабы:
 

.
10

ln
10

1
C

x

x




 

37.   
dx

x 1

x
2

4

                               Жауабы:

 

.
3

3

carctgxx
x

  

 

38.    
25124

 
2  xx

dx
                  Жауабы:

 
 C 

4

3-2x
arctg

8

1
 

 

 

39.    
9124

 
2  xx

dx
                    Жауабы:

  
 C 

3-2x2

1
 - 

 

 

40.    7124 2 xx

dx
                        Жауабы:

 
 C 

12x

7-2x
ln

16

1
 



 

 

41.    
92420

 
2  xx

dx
                  Жауабы:

 
 C 

3x-10

3x2
ln

36

1
 



 

 

42.    
383

 
2  xx

dx
                       Жауабы:

 
 C 

3x-1

x3
ln

10

1
 



 

 

43.   3  dxexx
                               Жауабы:

 
 C

3ln1

3




 xx e

 

 

44.   
2 54 x

dx
                                     Жауабы:

 
 C

2ln4

2 54


 x

 

 

45.  dxe a

x

 















a

x

e                        Жауабы:
 

.Ceae a

x

a

x




 

 

46.  
 dxx325                                  Жауабы:   C

x




5ln3

5 32
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47.    dxсtgxtgx 2)32(                 Жауабы:
 

.94 Cxctgxtgx 

 

 

48.    dxxtg )61(                         Жауабы:
 

.)61(ln
6

1
Cxсos 

 

 

49.   )
2

x
сos

2

3x
(sin  dx           Жауабы:

 
.

2
sin2

2

3
cos

3

2
C

xx


 

 

50.    dxxxсos 2)5sin5(             Жауабы:
 

.10cos
10

1
Cxx 

 

 

51.    dxxсtg )75(                      Жауабы:
 

.)75sin(ln
5

1
Cx 

 

 

52.  
 

  
1cos

dx
 

2  x
                     Жауабы:

 
.)1( Cxtg 

 

 

53.  
 

  
32sin

dx
 

2  x
                    Жауабы:

 
.)32(

3

1
Cxctg 

 

 

54.    dxxtg
x

ctg )5
5

(                Жауабы:
 

 C5cosln
5

1

5
sinln5  x

x

 

 

55.   )43(     dxxshxсh             Жауабы:
 

.4
4

1
3

3

1
Cxchxsh 










 

 

56.   

3

1

2

1
   

2
2



















 dx
x

sh
xch

       Жауабы:
 

.
3

32
2

1
C

x
cthxth 

 

 

57.   xdxtg 52
                              Жауабы:

 
 C5

5

1
 xxtg

 

 

58.   xdxctg 22
                           Жауабы:

 
 C2

2

1
 xxctg

 

 

59.   xdxth2
                                Жауабы:

 
 C thxx

 

 

60.   xdxcth2
                             Жауабы:

 
 C cthxx
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1.2 Дифференциал таңбасының астына енгізу арқылы интегралдау 

 

  Егер     CxFdxxf        
және       xu 

   
болса, онда  

 

        . CuFduufdxxuuf  
 

 

61.    dtt
332 2t    интегралын табу керек. 

Шешуі:

        

       
.

12

2

4

2

3

1
22

3

1

2323
3

1
2t 

4343
333

32332332

c
t

c
t

tdt

tddttdtttdtt














 

 

62.    cosx1

sinxdx
   интегралын табу керек. 

Шешуі:

 
 

 
.cos1ln

cos1

cos1

cos1

cos

cosx1

sinxdx
 Cx

x

xd

x

xd










 
 

 

63.  dxexcose x

   интегралын табу керек. 

Шешуі:      .sincoscose x Cedeedxe xxxx

 

 

64.  
 


23

2

25

x

x

dx
  интегралын табу керек. 

Шешуі:     
 
   

.
256

1

25

25

6

1

25

x
323

3

23

2

c
xx

xd

x

dx











   

 

65.   


22 1x

5xdx
  интегралын  табу керек. 

Шешуі:       
 
   

.
12

5

1

1

2

5

1
5

1x

5xdx
222

2

2222
c

xx

xd

x

xdx














 

 

 

66. 



dx

xx

x

406

35
2

 интегралын табу керек.  

Шешуі: 
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 

 

 

   
    

















493ln

2

5

493
18

493

3
5

493

1835

406

35 2

2222
x

x

dx

x

dxx
dx

x

x
dx

xx

x
 

C
x

x
xxC

x

x












10

4
ln

7

9
406ln

2

5

73

73
ln

7

9 2
.     

 

67.  



dx

xx

x
267

43
  интегралын табу керек. 

Шешуі: 

 

     
  


















2222
316

13
316

3
3

316

1393

67

43

x

dx
dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x
 

  C
x

xxC
x

x 






4

3
arcsin13673

4

3
arcsin133163 22 .  

 

 Төмендегі  анықталмаған  интегралдарды  есептеу керек: 

 

68.     
2  ax

xdx
                                     Жауабы:

 
 C xln

2

1
 2  a

 

 

69.    
2

 
2  x

xdx
                                     Жауабы:

 
 C x-2ln

2

1
- 2 

 

 

70.   
34

e t

  te

dt
                                      Жауабы:

 
 C 3e-4ln

3

1
- t 

 

 

71.    
52

 
3

2

 x

dxx
                                   Жауабы:

 
 C 52xln

6

1
 2 

 

 

72.    
sin4

   x

dxсosx
                                 Жауабы:

 
 C sinx-4ln- 

 

 

73.   
  

1
 

2  arctgxx

dx
                       Жауабы:

 
 C ln arctgx

 

 

74.   
 

1

e2t

te

dt
                                         Жауабы:

 
 C )1ln(et  te

 

 

75.     
2
 ax

xdx
                                  Жауабы:

 

 C x 2  a
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76.    
)(

 
2




ax

dxbx
                     Жауабы:

 
 Cxxlnb x 22  aa

 

 

77.     
22

 xa

xdx
                              Жауабы:

 
 C x-- 22 a

 

 

78.    
)(

 
22





xa

dxbx
                              Жауабы:

 
 Carcsinx bx-- 22 a

 

 

79.    
275

)47(
 

2




xx

dxx
                      Жауабы:

 
 C 2x-75- 2  x

 

 

80.    
643

)23(
 

2




xx

dxx
                      Жауабы:

 
 C 643x

2

1
 2  x

 

 

81.    
)2(

 
2





qpxx

dxpx
                        Жауабы:

 

 C x 2  qpx

 

 

82.    
4

 
x

x

e

dxe
                                 Жауабы:

 

 C 4e2 x 

 

 

83.    
1

)1(ln
 

2

22






x

dxxx
                Жауабы:

 
 C )x1(ln

3

1
 23 x

 

 

84.    
9

 
4  x

xdx
                                     Жауабы:

 

 C 
3

x3
ln

12

1
 

2

2






x

 

 

85.    
1arcsin

 
22

 xx

dx
                  Жауабы:

 
 C 

arcsinx

1
- 

 

 

86.    
)1(sin

 
32 ctgxx

dx
                    Жауабы:

 
 C 

1)(ctgx2

1
 

2




 

 

87.       
2

cos
2

sin 2 dx
xx

                     Жауабы:
 

 C
2

sin
3

2


x

 

 

88.          
sinx1

cosxdx
 


                         Жауабы:

 
 Csin12  x
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89.          
cos

sinxdx
 

2 x
                           Жауабы:

 
 C

cos

1


x

 

 

90.  


 
ln2

dx
x

x
                             Жауабы:

 
 C)ln2ln(  x

 

 

91.       
x

xcos
dx                             Жауабы:

 
 Csin2 x

 

 

92.              
x

lnxdx
                           Жауабы:

 
 Clnln x

 

 

93.   dx
2

x

1

x

e
                                        Жауабы:

 
 C

1

 xe

 

 

94.   shxdxxсh3
                                Жауабы:

 
 C

4

1 4 xch

 

 

95.   dx
xsh

chx
4                                      Жауабы:

 
 C

3

1
3


xsh

 

 

96.    xdxtgx 2sec                             Жауабы:
 

 C
2

1 2 xtg

 

 

97.  
x

dxx5                                     Жауабы:
 

 C5
5ln

2
x

 

 

98.    
1

 
2  x

x

a

dxa
                                   Жауабы:

 
 C )arctg(a

lnx

1
 x 

 

 

99.    
1

 
2 



 bx

bx

e

dxe
                                Жауабы:

 

 C 
1

e1
ln

2b

1
 -

-bx





bxe

 

 

100.    
1

 
2

 x

x

e

dxe
                              Жауабы:

 
 C arcsinex 

 

 

101.    )sin(lg  x

dx
x                         Жауабы:

 
 C cos(lgx)lg10- 
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102.    )5sin( 32

  dxxx                 Жауабы:
 

 C 5)cos(x
3

1 3 

 

 

103.    
cos

 
22 x

xdx
                             Жауабы:

 
 C )tg(x

2

1 2 

 

 

104.       
x

xtg
dx                            Жауабы:

 
 Ccosln2  x

 

 

105.    
9

 
4  x

xdx
                                Жауабы:

 
 C xarctg

6

1
 2 

 

 

106.    
54

)1(
 

4

3

 



xx

dxx
                        Жауабы:

 
 C 54xln

4

1
 4  x

 

 

107.    
32

)323(
 

2

2

 



x

dxx
                                  

                            Жауабы:
 

 C 323xln
3

1
-)

2

3
arctg(x

2

3
 2  x

 

 

108.    5 43

  dxxx                          Жауабы:
 

   C x-5
6

1
- 

34 

 

 

109.    )16( 5 243

  dxxx                  Жауабы:
 

 C )16(
28

5
 5 74 x

 

 

110.    
)cos(

sin1
 

5 


dx

xx

x
                       Жауабы:

 

 C 
)cos(4

1
 -

4


 xx

 

111.    
ln

 
3 xx

dx
                                    Жауабы:

 
 C 

ln2

1
 -

2


x

 

 

112.    
cossin

sin
  


dx

xx

сosxx
                       Жауабы:

 
 C cosxsinxln- 

 

 

113.    
32

)323(
 

2

2

 



x

dxx
                              

                    Жауабы:
 

   C 323xln
3

1
-

2

3
xarctg

2

3 2 













x
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114.    
ln1

 
3




x

dxx
                       Жауабы:

 
 C )ln1(

4

3
3 4  x

 

 

115.    
1

)1ln(
 

2

2

 


dx

x

xxearctgx

      Жауабы:
 

 C )1(ln
4

1 22  xearctgx

 

 

116.    
1

2
 

2

arcsin





dx

x

xx

                     Жауабы:
 

 C 12
2ln

1 2arcsin  xx

 

 

117.    
1

 
2


dx

e

e

x

x

                        Жауабы:
 

 C arcsinex 

 

 

118.  dx  
1

arcsin
 

2




x

xx
                    Жауабы:

 
 C x-1(arcsinx)

2

1
 - 22 

 

 

119.  dx  
1

 
2 



x

arcctgxx
                    Жауабы:

 
 C (arctgx)

2

1
-)xln(1

2

1
 22 

 

 

 

120.    
1

  xe

dx
                                 Жауабы:

 
   C e1ln-x x 

 

 

 

1.3 Айнымалыны алмастыру. 

 

Егер   dxxf  интегралын есептеу керек, бірақ алғашқы функциясын табу 

қиын болса, онда  tx   алмастыру жасау керек   dttdx   
 

                                                 dtttfdxxf  . 

 

 Келесі анықталмаған интегралдарды табыңыз: 

 

121.  интегралын табу керек. 

 Шешуі: Мұнда t = sinx, dt = cosxdt алмастыруын жасау керек. Сонда 

CxCtdttxdxdtxtxdxx  
32

3

sin
3

2

3

2
cos,sincossin .                  

 

      122.  dx
x

x
3sin

cos
 интегралын табу керек. 
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 Шешуі:   C
x

C
tt

dt
dtxdxtxdx

x

x

sin

22
cos,sin

sin

cos

33
.    

 

123.   интегралын табу керек. 

Шешуі:  Келесі алмастыру жасаймыз: 

. 

 Сонда: 

  
 

124.    dxx
20

12  интегралын табу керек. 

Шешуі: 

 

  
 

125.  xdxe x 2sin
2cos

  интегралын табу керек. 

Шешуі: 

 

 

 

126. 
 
 xx

dx

1
 интегралын табу керек. 

Шешуі: 

  
 

127. 



dx

xx

x

406

35
2

 интегралын табу керек. 

Шешуі: 
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128. 



dx

xx

x

67

43
2

 интегралын табу керек. 

Шешуі:  

 

 

  

 

Төмендегі  анықталмаған  интегралдарды  есептеу керек: 

 

129.  dx
x






2x

1x

2
                                 Жауабы:

 
 C 2x 2  x

 

 

130.            1-x 22


 dxe xx                         Жауабы:

 
 Ce 

2

1 2x2

 x

 

 

131.    sinx4

2cosxdx
                                     Жауабы:

 
 C sinx42ln 

 

 

132.  
3 256

2xdx
     

x
                                   Жауабы:

 
 C

10

5633 2


 x

 

 

133.  
 

 
1arcsinx

dx
 

23
 x

                         Жауабы:
  

 C
arcsinx2

1
2


 

 

134.  dx


x

lnx1
                           Жауабы:

 
 C

3

lnx)(12




 

 

135.    
1

 


dx
x

x
                                 Жауабы:

 
 C )x(1

3

4
 3 

 

 

136.    
1

1
 


dx

xx
                                 Жауабы:

 
 C x14 

 

 

137.  
 2xx

  
2

dx
                         Жауабы:

 

 C
2

arccos
2

1


x

 
Ескерту: 

t
x

1
  деп алған жөн. 
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138.   1e
  

x

dx
                               Жауабы:

 
 C)1ln(  xe

 

Ескерту: tx ln  деп алған жөн. 

 

139.
 


 22

2

  
ax

dxx

                 
Жауабы:

 
 Cln

22

22
2

22  axx
a

ax
x

 

Ескерту: chtax   деп алған жөн. 

 

140.
 



dx

x

x
2

2 1
                  Жауабы:

 
 C

1
1ln

2
2 




x

x
xx  

Ескерту: tgtx   деп алған жөн. 

 

141.
 


dx
xx

dx

1
                Жауабы:

 
 Carcsin2 x  

Ескерту: tx 2sin  деп алған жөн. 

 

142. 
 22

2

  
xa

dxx

                 
Жауабы:

 
 Carcsin

22

2
22 

a

xa
ax

x
 

Ескерту: tax sin  деп алған жөн. 

 

143.
 
 3 2

3sin
  

x

dxx
                  Жауабы:

 
 Ccos3 3  x  

Ескерту: 3tx   деп алған жөн. 

 

144.
 
  dxxx 5  32               Жауабы:

 
   C5

9

2 33 x  

Ескерту: 23 5 tx   деп алған жөн. 

 

145.
 



dx

x

x

4cos3

2sin
              Жауабы:

 
 C

3

cos
arcsin

2


x

 

Ескерту: tx 2cos  деп алған жөн. 

 

146.
 

   dxxx
10

52              Жауабы:
 

   
 C

44

525

48

52
1112





 xx

 

Ескерту: tx 52  деп алған жөн. 

 

147.
 
  dxxx 5 43               Жауабы:

 

   
 C

27

4310

99

435 5 65 11





 xx

 

Ескерту: 543 tx   деп алған жөн. 



 20 

148.
 


12
  

xx

dx
                   Жауабы:

 

 C
112

112
ln 





x

x

 

Ескерту: 212 tx   деп алған жөн. 

 

149.
 


 22 4
  

xx

dx
                        Жауабы:

 
 C

4

4 2





x

x

 
Ескерту: 

t
x

1
  деп алған жөн. 

 

150.  
 21

  
xx

dx
                         Жауабы:

 
 Carcsin

2

1
1

2

2  xx
x

 
Ескерту: 

t
x

1
  деп алған жөн. 

 

1.4  Бөліктеп интегралдау. 

   

 xuu  ,  xvv    дифференциалданатын функциялар болсын, онда 

 

                                                  vduuvudv . 

 

Бұл формуланы бөліктеп интегралдау формуласы деп атайды. 

Бұл формулада соңғы интеграл берілген интегралдан оңай болатындай u  

және dv  өрнектерін таңдап алу керек. Көп жағдайда интеграл астындағы 

функция алгебралық және трансценденттік функциялардың көбейтіндісі 

түрінде болса, онда бөліктеп интегралдау формуласы қолданылады. Мысалы, 

                         bxdxxbxdxxdxex kkmxk cos  ,sin  ,   

интегралдарын есептеген кезде kxu   деп таңдап алу керек.  

 

Ал,                         xdxarctgxxdxxxdxx mkmkmk   ,arcsin  ,ln
 

интегралдарын есептеген кезде сәйкес xarctguxuxu mmm    ,arcsin  ,ln  деп 

таңдап алу керек.  

 

151.   xdxx ln  интегралын табу керек. 

Шешуі: 
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152.  dx
x

x
3

ln
 интегралын табу керек. 

Шешуі: 

  
 

 

    153. arctgxdx   интегралын  табу керек. 

Шешуі:  dxdv  ,  arctgxu  деп  алайық.          Онда    x  v,
1 2





x

dx
du  

  


 .1ln
2

1

1

2

2
cxarctgxx

x

xdx
arctgxxarctgxdx  

 

     154.  bxdxeax sin   интегралын  табу керек.  

     Шешуі:   Бұл интегралды табу үшін бөлшектеп интегралдау формуласын екі 

рет қолданамыз:  

 

dvsinbxdx   ,  axeu              bxaedu ax cos
6

1
-sinbxdx   v,

 
 

Сонда       bxdxe
b

a

b

bxe
bxdxe ax

ax
ax cos

cos
sin

 
 

bxdxeax cos   интегралына  бөлектеп  интегралдау  әдісін  тағы  пайдалансақ.  

Онда       bxeu ax sin
b

1
  v,aedu   cosbxdx,dv   , ax   

Сонда    

          .sin
sincos

sin
2

2

2
bxdxe

b

a

b

bxae

b

bxe
bxdxe ax

axax
ax

     

             
 
























.
cossin

sin

.
sincos

sin1

22

22

2

c
ba

bxbbxae
bxdxe

c
b

bxaebxbe
bxdxe

b

a

ax
ax

axax
ax

 

 

155.  xdxx sin2
  интегралын табу керек. 

 Шешуі: Бұл интегралды табу үшін бөлшектеп интегралдау формуласын екі 

рет қолданамыз: 
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156.  dxex x52
 интегралын табу керек. 

 Шешуі: Бұл интегралды табу үшін бөлшектеп интегралдау формуласын екі 

рет қолданамыз: 

 

 

 

 157.     dxxa  22    интегралын  табу керек. 

 Шешуі:    

 




















22

2

22

2

22

2

22

22
22

arcsin
xa

xdx
x

a

x
xa

xa

dxx

xa

dxa

xa

dxxa
dxxa

 
 





22 xa

xdx
x   интегралын  бөлектеп  интегралдау  арқылы  есептейміз 

22a

xdx
dv   ,

x
xu


  деп   алайық. 

   

.arcsin

2

1
  v,

2222222

2222
2

1
22

22

dxxaxax
a

x
adxxa

xaxadxa
xa

xdx
dxdu













 

 

Соңғы  интегралды  теңдіктің оң  жағына  көшірсек,   

 

22222 arcsin2 xax
a

x
adxxa   

Онда  

  .
2

arcsin
2

22
2

22 cxa
x

a

xa
dxxa  
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Бөлшектеп интегралдау формуласын қолдану арқылы берілген 

интегралдарды табу керек: 

  

158.     dxxe ax                              Жауабы:
 

 C
1

2









 axe

aa

x
 

 

159.     bxdxxcos                         Жауабы:
 

 Ccos
1

sin
2

 bx
b

bx
b

x
 

 

160.     bxdxxsin                          Жауабы:
 

 Csin
1

cos
2

 bx
b

bx
b

x
 

 

161.     dxex ax2                            Жауабы:
 

 C
22

32

2









 axe

aa

x

a

x
 

 

162.     bxdxx cos2                      Жауабы:
 

 Ccos
2

sin
2

23

2









 bx

b

x
bx

bb

x
 

 

163.     bxdxx sin2                      Жауабы:
 

 Csin
2

cos
2

23

2









 bx

b

x
bx

bb

x
 

 

164.      dxeqpxx ax)( 2     

                               Жауабы:
 

 C
22

322

2


















 axe

aa

p

a

q
x

aa

p

a

x
 

 

165.      bxdxqpxx cos)( 2      

                             Жауабы:
 

 Ccos
2

sin
2

23

2















bx

b

px
bx

bb

q

b

pxx
 

166.      bxdxqpxx sin)( 2      

                            Жауабы:
 

 Csin
2

cos
2

23

2















 bx

b

px
bx

bb

q

b

pxx
 

 

167.     xdxln                              Жауабы:
 
   C1ln xx  

 

168.     xdxalog                          Жауабы:
 

  C
a

x
x

a

x
 alogxC1ln

ln
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169.     xdxx ln2                         Жауабы:
 

 C
3

1
ln

3

3









x

x
 

 

170.     dxxx ln2                            Жауабы:
 

 C
1

1
ln

1

1

















n
x

n

xn

 

 

171.     dxxx alog2                        Жауабы:
 

 C
1

log
log

1

1

















n

e
x

n

x a
a

n

 

 

172.     xdx2ln                              Жауабы:
 

 C2ln2ln2  xxxxx  

 

173.     dx
x

xln
                             Жауабы:

 
 C4ln2  xxx  

 

174.      dxx )1ln( 2                      Жауабы:
 

 C22)1ln( 2  arctgxxxx  

 

175.      dxAx2                       Жауабы:
 

 Cln
22

22  Axx
A

Ax
x

 

 

176.      dxxa 22                     Жауабы:
 

 Carcsin
22

2
22 

a

xa
xa

x
 

 

177.      dxxx 21ln               Жауабы:
 

 C11ln 22  xxxx  

 

178.     dxxarcsin                       Жауабы:
 

 C1arcsin 2  xxx  

 

179.     dx
a

x
arcsin                       Жауабы:

 
 Carcsin 22  xa

a

x
x  

 

180.     dx
a

x
arctg                       Жауабы:

 
 Cln

2

22  ax
a

a

x
arctgx  

 

181.     dxxxarcsin                       Жауабы:
 

 C
4

1
arcsin

4

1

2

22














xx
x

x
 

 

182.     dxarctgxx                       Жауабы:
 

 C
22

12


 x

arctgx
x
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183.     dxxx arcsin2         

                                  Жауабы:
 

 C
9

)1(

3

1
arcsin

3

3223








xx

x
x

 

 

184.     dxarctgxx2                  Жауабы:
 

 C1ln
6

1

63

2
23

 x
x

arctgx
x

 

 

185.     dx
a

x
xarcsin                  Жауабы:

 
 C

4
arcsin

42

2222














xax
x

ax
 

186.     dx
a

x
arctgx                  Жауабы:

 
 C

22

22


 ax

arctgx
ax

 

 

187.     dx
a

x
x arcsin2         

                          Жауабы:
 

 C
9

)(

3
arcsin

3

3222223








xaxaa

a

xx
 

 

188.     dx
a

x
arctgx2      

                                           Жауабы:
 

 Cln
663

22
323

 ax
aax

a

x
arctg

x
 

 

189.     dx
x

x
2sin

                 Жауабы:
 

 Csinln  xxctgx  

 

190.     dxxarctg                Жауабы:
 

 C)1(  xxarctgx  

 

191.     dx
x

xarcsin
            Жауабы:

 
 C12arcsin  xxx  

 

192.     dx
x

x
2

arcsin
              Жауабы:

 

 Carcsin
111

ln
2




x
xx

x
 

 

193.     dxbxeax cos                      Жауабы:
 

   Csincos
22




bxbbxa
ba

eax

 

 

194.      dxbxbbxaeax )sincos(        Жауабы:
 

 Ccos bxeax
 

 

195.      dxbxbbxaeax )cossin(        Жауабы:
 

 Csin bxeax
 



 26 

1.5 Квадраттық үшмүшесі бар қарапайым интегралдар    

 

 


dx

cbxax

nmx
2  

түріндегі интеграл. Негізгі есептеу әдісі квадраттық 

үшмүшесінен толық квадратты бөліп алу, яғни          

  


















2

2

2

2
222

442
2

a

b

a

c

a

b
x

a

b
xa

a

c
x

a

b
xacbxax

 

a

bac

a

b
xa

4

4

2

22












 

 түріне келтіру. Сосын  

tbax 2   

 

алмастыруын  жасау керек. 

 Егер 0m болса, онда  таблицалық интегралын аламыз (3-беттегі 13-ші 

формуланы қараңыз). 

 

 196.      752 2 xx

dx
      интегралын  табу керек. 

 Шешуі:   





















 

16

25

2

7

16

25

4

5
2

2

1

752 2
2

xx

dx

xx

dx
 

  

C
x

arctgC

x

arctg

x

xxd






























 
31

54

31

2

4

31

4

5

2

31

1

2

1

16

31

4

5

4

5

2

1
2  

 

Егер 0m болса, онда  алымынан    квадраттық үшмүшесінің туындысын,  

яғни bax 2  бөліп алу керек. 

 

 
 























  cbxax

dxbax

a

m
dx

cbxax

a

mb
nbax

a

m

dx
cbxax

nmx
222

2

2

2
2

2

 

 

.
1

2
ln

2

1

2 2

2

2
dx

cbxaxa

mb
ncbxax

a

m
dx

cbxaxa

mb
n  






















 

 

Мұнда, екінші қошылғыштағы интеграл жоғарыда қарастырылған. 

 

197.    
 
 



1

1
2 xx

dxx
      интегралын  табу керек. 
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Шешуі:   
   










 1ln

2

1

1

2

1
12

2

1

2

1

1

1 2

22
xxdx

xx

x

xx

dxx
 

  

C
x

x
xx

x

xxd



























 
512

512
ln

52

1
1ln

2

1

4

5

2

1

4

5

2

1 2

2  

 





dx

cbxax

nmx

2  
түріндегі интеграл.  Негізгі есептеу әдісі квадраттық 

үшмүшесінен толық квадратты бөліп алу арқылы  негізгі кестелік интегралын 

аламыз (3-беттегі 15-ші немесе 16-шы формулаларды қараңыз). 

 

198.    
 2235 xx

dx
      интегралын  табу керек. 

Шешуі:   C
x

x

dx

xx

dx


















 7

34
arcsin

2

1

4

3

16

492

1

235 22
 

  

199.    
 






52

4

2 xx

dxx
      интегралын  табу керек. 

Шешуі:   
   

 















41
5

52

22

2

1

52

4

222
x

dx

xx

dxx

xx

dxx
 

 

Cxxxxx  521ln552 22  

 


 cbxaxnmx

dx

2  
түріндегі интеграл.  Негізгі есептеу әдісі

  

t
nmx




1
 

алмастыруын  жасау керек. 

 

200.    
 


 42 2xx

dx
      интегралын  табу керек. 

Шешуі:   
t

x
1

2   алмастыруын  жасау керек, онда 
2t

dt
dx   , осыдан

   
 

 

 
  































16

1

4

122

1

841
42

1142 222

2

2

t

dt

tt

dt

tt

t

dt

xx

dx
 



 28 

 

   









 C

xxx
Cttt

8

1

22

1

2

1

4

1

2

1
ln

22

1

8

1

2

1

4

1
ln

22

1
2

2  

 

 
.

2

422
ln

22

1
2

C
x

xx





  

 

  dxcbxax2

 
түріндегі интеграл.  Негізгі есептеу әдісі квадраттық 

үшмүшесінен толық квадратты бөліп алу арқылы  берілген интеграл төмендегі 

екі интегралдың біреуіне келеді (157-ші және 191-ші есептерге қараңыз). 

 

  .
2

arcsin
2

22
2

22 cxa
x

a

xa
dxxa  

 

  Cln
22

222 Axx
A

Ax
x

dxAx    

 

201.    dxxx  289       интегралын  табу керек. 

Шешуі:       .
5

4
arcsin89

2

4
442589 222 C

x
xx

x
xdxdxxx 





   

 

Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

202.      132 xx

dx

                     
 Жауабы:

 

 C
532

532
ln

5

1






x

x
 

 

203.      423 2 xx

dx

                    
 Жауабы:

 
C

x
arctg 



11

13

11

1
 

 

204.    
 

 



235

23
2 xx

dxx

                    
 Жауабы:

 
C

x
arctgxx 




31

310

315

11
235ln

10

3 2  

 

205.      1372 xx

xdx

                    
 Жауабы:

 
C

x
arctgxx 




3

72

3

7
137ln

2

1 2  

 

206.    
 

 



43

1
2

2

xx

dxx

                     
 Жауабы:

 
C

x
arctgxxx 




7

32

7

9
43ln

2

5 2  

 

207.    
 qpxx

dx

2
                   Жауабы:

 
Cqpxx

p
x  2

2
ln  
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208.    
 2432 xx

dx
                  Жауабы:

 
C

x




41

38
arcsin

2

1
 

 

209.    
 xx

dx

53 2
                    Жауабы:

 
Cxxx  603656ln

3

1 2  

 

210.    
 






352

54

2 xx

dxx
               Жауабы:

 
Cxx  3522 2  

 

211.    
 






211663

3

xx

dxx
            Жауабы:

 
Cxx  211663

11

1
 

 

212.    
 






344

3

2 xx

dxx
       Жауабы:

 
Cxxxxx  34412ln

4

5
344

4

1 22  

 

213.    
 






2443

3

xx

dxx
               Жауабы:

 
C

x
xx 




2

12
arcsin

4

7
443

4

1 2  

 

214.    
 






21

42

xx

dxx
                  Жауабы:

 
C

x
xx 




5

12
arcsin912 2  

 

215.    
 125 2 xx

xdx
    Жауабы:

 
Cxxxxx  125

5

1
5ln

55

1
125

5

1 22

 

216.    
 


 21 2xx

dx
             Жауабы:

  
2,

21

2
arcsin 




xC

x

x

 

 

217.    
 


 xxx

dx

21 2
             Жауабы:

 
.

1

1
arcsin C

x





 

 

218.    
 21 xx

dx
                     Жауабы:

 
.

11
ln

2
C

x

x


  

 

219.    dxxx  22               Жауабы:
 

.
3

12
arcsin

9

8
2

4

12 2 C
x

xx
x







 

 

220.    dxxx  2                    Жауабы:
 

  .12arcsin
8

1

4

12 2 Cxxx
x




 

 

221.    dxxx  522        Жауабы:
 

.521ln252
2

1 22 Cxxxxx
x



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222.    dxxx  742       Жауабы:
 

.742ln
2

3
74

2

2 22 Cxxxxx
x




 

 

1.6 Рационал функцияларды интегралдау 

 

Жәй  бөлшектерді интегралдау. Келесі берілген төрт бөлшек жәй 

бөлшектер деп аталады: 

 I. ;
1

bax 
              II.

 
;

1
m

bax 
                  III. ;

2 qpxx

BAx




                   IV. 

nqpxx

BAx

)( 2 


 

mn,  – натурал сандар ( 2,2  mn ) және 042  qp . 

Алғашқы түріндегі интеграл екі жәй бөлшектің интегралы baxt   

алмастыруы арқылы кестелік интегралға келтіріледі. 

 

 I. ;ln
1

ln
11

Cbax
a

Ct
at

dt

abax

dx


             

II.  
      

;
1

1

1

11
11

C
baxma

C
tmat

dt

abax

dx
mmmm










   

III.  

 

    


































qpxx

dxAp
Bdx

qpxx

pxA
dx

qpxx

Ap
Bpx

A

dx
qpxx

BAx
2222 2

2

2

2
2

2
 

 






























  qpxx

A

p
q

p
x

dxAp
Bqpxx

A 2

22

2 ln
2

42

2
ln

2
 

 

C
pq

px
arctg

pq

ApB











22 4

2

4

2
. 

223.  
 2562 xx

dx
 интегралын табу керек. 

Шешуі: 
   








C

x
arctg

x

dx

xx

dx

4

3

4

1

163256 22
.   

 

224. 



dx

xx

x

453

27
2

 интегралын табу керек. 

Шешуі:  
 

     


















dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x
dx

xx

x

2356

56
14

2356

465614

486036

2484

453

27
2222

 

 
   





 C

x
arctgx

x

dx

23

56

3

23
2356ln

6

7

2356
46

2

2
.   
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IV. 

 


















  dx

qpxx

Ap
Bpx

A

dx
qpxx

BAx
nn )(

2
2

2

)( 22  

 

 

















nn
qpxx

dxAp
Bdx

qpxx

BxA

22 2)(

2

2
 

 

Мұнда  

 
  

,
1

1

)()(

2
122

2

2 











 nnn

qpxxnqpxx

qpxxd
dx

qpxx

Bx

 

ал  

    





nn
mt

dt

qpxx

dx

222  

 
тең болады, мұндағы

 

4
,,

2

2p
qmdtdx

p
x 

 

 Енді 

 
 




nn

mt

dt
I

22  

 

 
интегралы үшін келесі рекурентті формуланы қолдану керек.   

 

     
.

22

321

12

1
12122222















  nnnn I

n

n

mmt

t

nmmt

dt
I

 

 

 
Бұл рекурентті формуланы

  
1n

  
рет  қолдану арқылы   nI  интегралы    

m

t
arctg

mmt

dt
I

1
221 


   

 

негізгі кестелік интегралы  арқылы есептеуге болады. 

 

  
225.  

 



322

3

mx

dx
I  интегралын табу керек. 

Шешуі: 3n .   Рекурентті формуланы қолдансақ, онда 

 

   
.

4

3

4

1
222222322

3 I
mmx

x

mmx

dx
I 





   
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 




222
2

mx

dx
I  интегралына рекурентті формуланы тағы бір рет қолдансақ 

( 2n ), онда 

 

     
.

2

1

2

1

2

1

2

1
322212222222

2 C
m

x
arctg

mmt

x

m
I

mmt

x

mmx

dx
I 








   

 

Сонымен 

 

     
.

8

3

8

3

4

1
52242222322

3 C
m

x
arctg

mmx

x

mmx

x

mmx

dx
I 








   

 

Рационал бөлшектерді интегралдау. Дұрыс рационал бөлшектерді 

интегралдау үшін оларды төмендегідей жәй бөлшектерге жіктеу керек:  

 

 
         

























qpxx

NxM

bx

B

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xP

xQ
2

11

2

21

2

21 .........






  

       






srxx

SxR

srxx

SxR

srxx

SxR

qpxx

NxM

qpxx

NxM


























222

22

2

11

222

22 ......... , 

 

мұндағы Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – тұрақты сандар. 

Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si  шамаларының мәндерін анықтау үшін белгісіз 

коэффициенттер әдісін қолданыламыз (екі көпмүше тең болуы үшін х-тің 

бірдей дәрежесіндегі коэффициенттердің тең болуы қажетті және жеткілікті).  

Бұрыс рационал бөлшектер үшін алдын ала бүтін бөлігін шығарып алуымыз 

керек. 

 

226.  мысал   dx
x

x
 



1

2
2

   интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:  Интеграл атындағы  өрнек  бөлімінің  екі  нақты  түбірі  бар  дұрыс  

интеграл  бөлшек, олай болса   

 

   1111

2

1

2 21

2 














x

A

x

A

xx

x

x

x

 
 

 тең  екендігін  аламыз.  Осыдан  

 

  
   
  

   112

11

11

11

2

21

21












xAxAx

xx

xAxA

xx

x

 
 

x  айнымалысының  бірдей  дәрежелерінің  алдындағы  коэффициенттерін  

теңестірсек.  
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





















2

3

2

1

2:

1:

2

1

21

0

21

A

A

AAx

AAx

 
 

Табылған  21, AA   коэффициентін  орнына  қойсақ 

 

1

2

3

1

2

1

1

2
2 











xxx

x

 
 

Сонда 

      
   

.1ln
2

3
1ln

2

1

12

3

12

1

12

3

12

1

1

2
2

Сxx

x

dx

x

dx
dx

xx
dx

x

x



























 

 

 

227. 
   




dx

xxx

xxx

442

8828309
2

23

 интегралын есептеу керек. 

Шешуі: 
       























dx

x

EDx

x

B

x

A
dx

xxx

xxx

442442

8828309
22

23

    

 

Ортақ бөлімге келтіре отырып, алымдарын теңестіреміз: 

 

          8828309424244 2322  xxxxxEDxxxBxxA  

         





















888816

286844

30624

9

EDA

EDBA

EDBA

DBA

                  





















112

143422

66542430

9

EBA

EDBA

BABAE

BAD

 

         





















3554

50104

4224

9

BA

BA

BAE

BAD

               





















155

50104

4224

9

B

BA

BAE

BAD

          





















2

1

3

5

E

D

B

A

  

   

 Сонымен, 

 

             C
x

arctgxxxdx
x

x

x

dx

x

dx










  2
4ln

2

1
4ln32ln5

4

2

4

3

2

5 2

2
.  
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228.    интегралын есептеу керек. 

Шешуі:  Бөлшек бұрыс болғандықтан, алдын ала бүтін бөлігін шығарып 

аламыз: 

 

6x
5
 – 8x

4
 – 25x

3
 + 20x

2
 –76x – 7    

 6x
5
 – 8x

4
 – 34x

3
 + 12x

2
                   

3x
3
 – 4x

2
 – 17x + 6 

 

                   9x
3
 + 8x

2
 – 76x - 7 

                   9x
3
 – 12x

2
 – 51x +18 

2x
2
 + 3 

                             20x
2
 – 25x – 25 

Сонымен, 

 

 

Алынған бөлшектің бөлімін көбейткіштерге жіктейік. х=3  болғанда 

бөлшектің бөлімі нөлге айналатындығы көрініп тұр. Сонда: 

 

3x
3
 – 4x

2
 – 17x + 6    

3x
3
 – 9x

2
                    

x - 3 

                   5x
2
 – 17x 

                   5x
2
 – 15x 

3x
2
 + 5x - 2 

                          - 2x + 6 

                           -2x + 6  

                                    0 

 

Сонымен,  3x
3
 – 4x

2
 – 17x + 6 = (x – 3)(3x

2
 + 5x – 2) = (x – 3)(x + 2)(3x – 1). 

Сонда: 

 
. 

 

  Анықталмаған коэффициенттерді табу кезінде жақшаларды ашып, ұқсас 

мүшелерді топтастырып, сосын теңдеулер жүйесін (кейде теңдеулер саны өте 

көп болуы мүмкін) шешпеу үшін кез келген мәндер әдісі деп аталатын әдіс 

қолдануға болады. Бұл әдістің мәні мынада: жоғарыда алынған өрнекте х-ке 

(саны анықталмаған коэффициенттер санына тең) кез келген мәндерді біртіндеп 

береді. Есептеулер оңай болу үшін бұл мәндер ретінде бөлшектің бөлімі нөлге 

айналатын нүктелерді, яғни  3, -2, 1/3 аламыз. Сонда:  
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Сонымен: 

 

  =  

 
  

 

229.  
  




dx

xx

xxx
22

24

23

157143
 интегралын есептеу керек. 

Шешуі:  

 

 

Анықталмаған коэффициенттерді табайық: 

 

 

Бұдан, 

 

 
  

  

  

    

 

Сонда берілген интегралдың мәні: 
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Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

230.    
    bxax

dx

                     
 Жауабы:

 
b.a Cln

1






 ax

bx

ba
 

 

231.    
 
   



21

12

xx

dxx

                      
 Жауабы:

 

 
C.

1

2
ln

3






x

x

 

232.    
     531 xxx

xdx

              
Жауабы:

 

C.
)1()5(

)3(
ln

8

1
5

6






xx

x
 

233.    
 
    



431

91412 2

xxx

dxxx

              
Жауабы:

 

C.
)3(

)4()1(
ln

7

54






x

xx
 

 

234.    
 

    



421

622

xxx

dxxx

              
Жауабы:

 

C.
)2(

)4()1(
ln

7

53






x

xx
 

235.    dx
xx

xx
 



65

95
2

2

                     
 Жауабы:

 
C.

2

3
ln3 






x

x
x

 
 

236.    dx
xx

x
 


3

3

4

1

                         
 Жауабы:

 

C.
)12()12(

ln
16

1

4

1
97

16





xx

x
x

 

 

237.    
    212

4

xx

dxx

             
Жауабы:

 
C.2ln

3

16

)1(

1
ln

6

1
2

42 3

2





 x

x

x
x

x

 

 

238.    
   

 21
2

xx

dx

                      
Жауабы:

 

C.
1

2
ln

1

1







 x

x

x  

 

239.    
 
 



2

1

23

xx

dxx

                           
Жауабы:

 

C.
1

ln2
)1(2

34
2









x

x

x

x

 

 

240.     


dx

xxx

xxx

8126

6126
23

234

           
Жауабы:

  
C.

2

8

2

11

2 2

2








xx

x
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241.    
   




dx

xx

xx
22

2

13

965

                 
Жауабы:

 
C.

)1(2

1

)3(2

9








xx  

 

242.    
   


dx

xx

x
22

2

42                
Жауабы:

 
C.

2

4
ln2

86

125
2












x

x

xx

x

 

 

243.    
   




dx

xx

x

31

1
3

2

           
Жауабы:

    
C.

3

1
ln

32

5

18

3

14

1
2













x

x

xx  

 

244.    
  12xx

dx

                           
Жауабы:

 
C.

1
ln

2


x

x

 

 

245.    
    


dx

xxx

xx

521

332
2

2

          
Жауабы:

 

 
C.

2

1

2

1

1

52
ln

2
3

2







 x
arctg

x

xx

 

 

246.     


dx

xx

x

86

6
24

3

         
Жауабы:

 
C.

22

3

22

3

2

4
ln

2

2




 x
arctg

x
arctg

x

x

 

 

247.     13x

dx

                               
Жауабы:

 

 
C.

3

12

3

1

1

1
ln

6

1
2

2







 x
arctg

xx

x

 

 

248.     


dx

x

xx

81

1
4

3

        

                    
Жауабы:

 
  C.

354

1
9ln

9

2
3ln

108

29
3ln

108

31 2 
x

arctgxxx
 

 

249.    
   


dx

xx

x

91

1
22          

                                               
Жауабы:

 

C.
324

1

8

1

9

1
ln

16

1
2

2




 x
arctgarctgx

x

x

 

250.    
 




dx

x

xx
22

3

2

1

         

                                         
Жауабы:

  
  C.

224

1
2ln

2

1

24

2 2

2




 x
arctgx

x

x

 
 

 

 

 



 38 

1.7 Иррационал функцияларды интегралдау 

 

 




































dx

dcx

bax

dcx

bax
xR

s
r

n
m

,...,,  интегралы. Осы интеграл kt
dcx

bax





 

алмастыруын қолдану арқылы рационал функцияның интегралына келтіріледі, 

мұндағы k  саны 
s

r
n

m ,...,   бөлшектерінің ортақ бөліміне тең. 

 

251. 
 
 xx

dx

1
 интегралын есептеу керек. 

Шешуі: 

 

      








CxarctgCarctgt
t

dt

tt

tdt

txdx

dt
tx

xx

dx
22

1
2

1

2

2

1

2

1
,

1
22

 

 

252. 
 


 2
1

3
2

)12(12 xx

dx
 интегралын есептеу керек. 

Шешуі:  

 

 
 








34

5
5

6
6

2
1

3
2

3
3,

2

1
,12

)12(12 tt

dtt
dttdx

t
xtx

xx

dx
. 



















   Ctttdt

t
tdt

t

t

t

dtt
1ln33

2

3

1

1
13

1

11
3

1
3 2

22

 

      .112ln312312
2

3
12 66

1
3

1
6

1

Cxxxxt 

 
 

253.  


dx

x

x

1

2
    интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:  

   
   

     































2222

33

22

22

2

2
2

1

6

1

2422

1

2212

1

t-2
      x;

1

2

1

2

t

tdt
dt

t

tttt
dt

t

tttt
dx

t
t

x

x

dx
x

x

 

   
   

 
   .

1

2
3123

1

3

1
3

12
6

t12

1
  v,

t1

tdt

dtdu   ,

1
6

1

6

222

222

2

2

22

c
x

x
arctgxxcarctgt

t

t

t

dt

t

t

dv

tu

dt
t

t

t

tdt
t



































 
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Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

253. .
4




dx
x

x
                 Жауабы:

 

C.
24

24
ln242 






x

x
x

 

 

254. .
3 

dx
bax

x
               Жауабы:

 
    C.52

10

3
3 23 5

2






  baxbbax

a

 

 

255. .
1

1
 


dx

x

x
x                Жауабы:

 
  C.1ln

2

1
12

2

1 22  xxxx

 

 

256. .
6 4

33




dx
x

xx
           Жауабы:

 
C.

13

2

27

2 12 134 9  xx

 

 

257. .
3

32
 


dx

x

x

 

                 Жауабы:
 

C.2
3

7

6

7
ln

32

11
673 22  xxxxx

 

258. .
1

2
36

3





dx

xxx

x

 

                 Жауабы:
 

C.1ln9664
2

3

5

6 6633 26 5  xxxxxx

 

 

   dxbxax
pnm  (дифференциалдық бином) интегралы, мұндағы 

pnm ,, рационал сандар. 

 

Чебышев шарты. Берілген интеграл тек үш жағдайда ғана элементар 

функциялар арқылы өрнектеледі: 

1)
 

p бүтін сан болғанда; 

 
2)

 




2

1m
бүтін сан болғанда, бұл жағдайда   Szbxa   алмастыру жасау 

керек, мұндағы s – p бөлшегінің бөлімі; 

 3)
 




p
m

2

1
бүтін сан болғанда бұл жағдайда   Sn zbax   алмастыру жасау 

керек, мұндағы s – p бөлшегінің бөлімі; 

  

259. .
13 4




dx
x

x
 интегралын  есептеу керек.  
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Шешуі:      .2

4

1

1
2

1

1
,

3

1
,

4

1
,

2

1








n

m
pnm  

 

Осыдан, дифференциалдық биномның екінші жағдайы бойынша  

 

    dxzzdxzxzx
3224334

1

112,11 
  

 
 

  .3
7

12
12

1

1
12

1 4726

23

3333 4

  






Czzdzzzdz

z

zz
dx

x

x

 

 

Cxx 




 





 

3
4

4
13

7

4
1

131
7

12

 
 

 Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

260.
 

.
1

10
4




dx
xx

dx
           Жауабы:

    
C.

19

4

12

1
9

4
8

4








xx  

 

 

261. .
1 24


dx
xx

dx
              Жауабы:

 

 
C.

3

112
2

22




x

xx

 

 

262.   .21 2
3

22




 dxxx          Жауабы:
 

C.
212

1

2

2






x

x

 
 

263. .
14 4
 x

dx
                      Жауабы:

 
C.1

2

1

11

11
ln

4

1 4 4

4 4

4 4




 





xarctg
x

x

 

 

264. .
1 3


dx
xx

dx
                 Жауабы:

 

C.
1

ln
3

1
3

3




x

x

 

 

   dxcbxaxxR 2,  интегралы (Эйлер қойылымы). 

 

Бірінші Эйлер қойылымы. Егер 0a
  
болса, онда 

  

txacbxax 2   

 

алмастыру жасау керек. 
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265. .
2
 cx

dx
 интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:      01a
          

txcx 2

      

222 2 txtxcx   

 

dt
t

ct
dx

t

ct
x

2

22

2
,

2







               t

ct
t

t

ct
txcx

22

22
2 




  

.lnln

2

2 2

2

2

2

2  







CcxxCt
t

dt

t

ct

dt
t

ct

cx

dx
 

 

Екінші Эйлер қойылымы. Егер 0с
  

болса, онда 

  

сxtcbxax 2   

 

алмастыру жасау керек. 

 

266. .
1 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:      01с
          

11 2  xtxx
      

121 222  xttxxx  

 

dt
t

tt
dx

t

t
x

22

2

2 )1(

1
2,

1

21











               
2

2

2

2

1

1
1

1

21
11

t

tt

t

t
txtxx









  

.
11

22
1

1

1

)1(

1
2

1

2

2

2

2

22

2

2  



















C
x

xx
arctgCarctgt

t

dt

t

tt

dt
t

tt

xx

dx
 

 

Үшінші Эйлер қойылымы. Егер квадраттық сbxax 2 үшмүшенің  , – 

нақты түбірлері 
  

болса, онда 

  

txcbxax )(2    

 

алмастыру жасау керек. 

 

267. .
432

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:                14432  xxxx  

онда 

txxx )4()1)(4(   
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22

2

222

2

222

1

5
)4

1

41
()1)(4(

)1(

10

1

41

)4()1()4()1)(4(

t

t
t

t

t
xxdt

t

tdt
dx

t

t
x

txxtxxx



















 

 

 
 

.4332ln
14

14
ln

4

1
1

4

1
1

ln

1

1
ln

1

2

51

110

43

2

22

2

2

CxxxC
xx

xx
C

x

x

x

x

C
t

t
dt

t
dt

tt

tt

xx

dx




































 

 

268. .
12

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                      Жауабы:
 

.1
2

1
ln 2 Cxxx   

269. .
53 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.     

                                                      Жауабы:
 

.603656ln
3

1 2 Cxxx   

271. .
23 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                      Жауабы:
 

.
233

2
2

C
x

xx
arctg 


 

272. .
425 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                      Жауабы:
 

.
4255 2

C
x

xx
arctg 


 

273. .
652

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                               Жауабы:
 

.65
2

5
ln

32

32
ln 2 CxxxC

xx

xx





 

274. .
384 2

x

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                        Жауабы:
 

.38422ln
2

1

3212

3212
ln

2

1 2 CxxxC
xx

xx





 

275. .
32

 xxx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                     Жауабы:
 

.
32

1

3

33
ln

3

1 2

C
xx



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276.
 

.
2 2

 xxx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                Жауабы:
 

.
22

122
ln

2

1 2

C
x

xx



  

 

            1.8 Кейбір тригонометриялық функцияларды интералдау 

 

                                                  dxxxR sin,cos   

 

 Интегралдың бұл түрін есептеу үшін 
2

x
tgt    универсал алмастыру деп 

аталатын алмастыру қолданылады. Сонда  xxR sin,cos  - тригонометриялық 

функциялардың рационал функциясы жаңа t  айнымалысының рационал 

функциясына түрленеді. 

                                           arctgtx 2 ,       
21 t

dt
dx


 . 

 

Тригонометриядан белгілі формулалар бойынша: 

                                 
2

222 1

2

2
1

2
2

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

sin
t

t

x
tg

x
tg

xx

xx

x










 , 

                                
2

2

2

2

22

22

1

1

1

1

sincos

sincos
cos

t

t

xtg

xtg

xx

xx
x
















 
 

Сондықтан      ,
1

2

1

1
,

1

2
sin,cos

22

2

2 
















t

dt

t

t

t

t
RdxxxR  

мұндағы интегралданатын функция t  айнымалысы бойынша рационал 

функция. 

 

277. 
 5cos3sin4 xx

dx
 интегралын табыңыз. 

Шешуі:  

  
 

278. 
 xx

dx

sincos89
 интегралын табыңыз. 
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Шешуі: 

         ▲ 

    

Кейбір жағдайларда осындай алмастырулар күрделі есептеулерге әкеледі, 

сондықтан басқа алмастырулар қолдануға болады. Солардың кейбіреулерін 

қарастырайық: 

 

1)   xdxxR cossin  болса, онда tx sin . 

2)   xdxxR sincos   болса, онда tx cos . 

3)   dxtgxR      болса, онда ttgx  . 

4)   dxxxR cos,sin интегралында xx cos,sin  функциялары тек жұп 

дәрежелерімен берілсе, онда ttgx  ; 

5)  xdxx nm cossin    интегралында егер: 

а) m  - тақ болса, онда tx cos ; 

ә)  n  - тақ болса, онда tx sin ; 

б) mn,  - жұп, теріс емес болса, онда 
2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin 22 x

x
x

x





  

формулалары қолданылады; 

в) mn,  - жұп, ең болмаса біреуі теріс болса, онда ttgx   немесе tctgx  ; 

6) Әртүрлі аргументтердің синус және косинустарының көбейтіндісінің 

интегралы берілсе, онда бұл жағдайда төмендегі 3 формуланың біреуін 

қолданамыз: 

 

    
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

sinsin

2

1
coscos

2

1
coscos ; 

    
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

coscos

2

1
sinsin

2

1
cossin ; 

    
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

sinsin

2

1
coscos

2

1
sinsin . 

 

279. 


dx
x

x

cos2

sin 3

  интегралын табыңыз. 

Шешуі: 
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280.  xdxx 2sin7sin   интегралын табыңыз. 

Шешуі: 

 
 

281. 
x

xdx
4

7

sin

cos
  интегралын табыңыз. 

 Шешуі: 

 

 

282.  xdxxx 4cos7cos10sin   интегралын табыңыз. 

Шешуі: 

 

 

283. 
xx

dx
22 cossin

  интегралын табыңыз. 

Шешуі:   .2222
2sin

2
2

2sin

4

cossin 2222
Cxctgxdctg

x

dx
xdctg

x

dx

xx

dx
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Кейде тригонометриялық функцияларды интегралдағанда бұрыннан белгілі 

дәрежені төмендететін формулаларды қолданған жөн.  

 

284.  xdx4sin  интегралын табыңыз. 

Шешуі:  

 
 

 Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

285.

 

 
bsinxacosx

dx
  

              Жауабы:
 

С
b

a
arctgxtg

b











 2

1
ln

a

1
 

22
 

 

286.

 

  
3cosx-5

dx
                      Жауабы:

 
С

x
tgarctg 









2
2

2

1
   

287.

 

  
3cosx5

dx
 

                     Жауабы:
 

С
22

1
arctg  










x
tg  

 

288.

 

 
sinx

dx
                                Жауабы:

 





 C

x

x
С

x
tg

cos1

cos1
ln

2

1

2
ln  

sinx

dx
 

                                                                   

C
x

x
C

x

x








sin

cos1
ln

cos1

sin
ln

 
 

289.

 

 
cosx

dx
                         Жауабы:

 














 C

x

x
С

x
tg

sin1

sin1
ln

2

1

42
ln  

sinx

dx 
 

                                                                      

C
x

x
C

x

x








cos

sin1
ln

sin1

cos
ln

 
 

   290.   x

dx

sin54
                                Жауабы: C

x
tg

x
tg







1
2

2

2
2ln

3

1
 

 

 291. dx
x

x
  sin1

sin
                                  Жауабы: Cx

x
tg




2

1

2
 

 

292. dx
x

x
  cos1

cos
                                   Жауабы: C

x
tgx 

2
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293. 
 


2
cos1 x

dx
                                    Жауабы: C

x
tg

x
tg 

26

1

22

1 2  

 

294.   xx

dx

cossin
                                 Жауабы: C

x
tg 










82
ln

2

1 
 

 

295.   xx

dx

cos7sin48
                       Жауабы: C

x
tg

x
tg







3
2

5
2ln  

 

296.   3sin2cos xx

dx
                          Жауабы: C

x
tgarctg 










2
1  

 

297.   xx

dx

cos3sin53
                        Жауабы: C

x
tg  3

2
5ln

5

1
 

 

298.   xxxx

dx
22 coscossin2sin

          Жауабы: C
tgx

tgx






21

21
ln

22

1
 

 

299.   x

dx
2cos31

                                  Жауабы: C
tgx

arctg 








22

1
 

 

300.   xx

dx
22 cos5sin3

                       Жауабы: C
tgx

arctg 














5

3

15

1
 

 

301.   xxx

dx

cossin5sin 2
                    Жауабы:  C

tgx

tgx


 5
ln

5

1
 

 

302. 
 


3
cos1

sin

x

xdx
                                Жауабы: 

 2
cos12

1

x
  

 

303.  xdx3sin                                      Жауабы: Cxx  coscos
3

1 3  

 

304. xdx
5sin                                      Жауабы:  Cxxx  53 cos

5

1
cos

3

2
cos  

 

305.  3 4

3

cos

sin

x

xdx
                                     Жауабы: Cxx 


3

1
3

5

cos3cos
5

3
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306. xdxx 54 cossin                             Жауабы: Cxxx  975 sin
9

1
sin

7

2
sin

5

1
 

 

307.     
dx

x

x
2sin1

2sin
                            Жауабы:  Cx  )sin1ln( 2  

 

308.      5cos6cos

sin
2 xx

dxx
                   Жауабы:  C

x

x






cos5

cos1
ln

4

1
 

 

309.     dxxx 43 cossin                          Жауабы:  Cxx  75 cos
7

1
cos

5

1
 

 

310.     dx
x

x
4

3

sin

cos
                                 Жауабы:  C

xx


3sin3

1

sin

1
 

 

311.     dxxtg 3                                     Жауабы:  Cx
xtg

 cosln
2

2

 

 

312.     dxxctg 3                                   Жауабы:  Cx
xctg

 sinln
2

2

 

 

313.     dxxctg 5                                  Жауабы:  Cx
xctgxctg

 sinln
24

24

 

 

314.     dxxtg 4                                    Жауабы:  Cxtgx
xtg


3

3

 

 

315.     dxxctg 6                                  Жауабы:  Cxctgx
xctgxctg


35

35

 

 

316.     dxxtg 2                                    Жауабы:  Cxtgx   

 

317.     dxxctg 2                                  Жауабы:  Cxctgx   

     

318.     dxx2sin                                   Жауабы:  C
xx


4

2sin

2
 

 

319.     dxx2cos                                  Жауабы:  C
xx


4

2sin

2
 

 

320.     dxx4cos                                  Жауабы:  C
xxx


32

4sin

4

2sin

8

3
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321.     dxx6cos                             Жауабы:  C
xxxx


64

4sin3

48

sin

4

2sin

16

5 3

 

 

322.     dxx44 cossin                      Жауабы:  Cxxx 







 8sin

8

1
4sin3

128

1
 

 

323.     dx
x

x
4

2

sin

cos
                           Жауабы:  Сxctg  3

3

1
 

 

324. 
    xdxx 42 cossin                      Жауабы:  Сxxx  2sin

48

1
4sin

64

1

16

1 3  

 

325.     x

dx
4sin

                                Жауабы:  С
xctg

ctgx 
3

3

 

 

326.     x

dx
6cos

                                Жауабы:  Сxtgxtgtgx  53

5

1

3

2
 

 

327.     xx

dx
42 cossin

                        Жауабы:  Сxctg
xtg

tgx  22
3

3

 

 

328.     xx

dx
35 cossin

                       Жауабы:  Сxctgxctgtgxxtg  4
4

1

2

3
ln3

2

1 22  

 

329.     xdxx 5cos3sin                      Жауабы:  С
xx


4

2cos

16

8cos
  

 

330.     xdxx 15sin10sin                   Жауабы:  С
xx


10

5sin

50

25sin

 
 

331.     dx
xx

3
cos

2
cos                      Жауабы:  С

xx


6
sin3

6

5
sin

5

3
 

 

332.     xdxx 3sinsin                       Жауабы:  С
xx


4

2sin

8

4sin

 
 

333.     xdxx 7cos4cos                     Жауабы:  С
xx


6

3sin

22

11sin

 
 

334.     x
x

4

3
cos

4
sin                         Жауабы:  С

xx


2
cos

2

cos
 

 

335.     xdxxx 3sin2sinsin               Жауабы:  Сxxx  2cos
8

1
4cos

16

1
6cos

24

1
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336.     dx
xx

x
4

cos
2

coscos             Жауабы:  С
xxxx


4
sin

4

3
sin

3

1

4

5
sin

5

1

4

7
sin

7

1

 

 

Тригонометриялық  қойылым.    

 dxxaxR 22,   интегралы  берілсе, онда   tax sin  немесе  tax cos
 
 алмастыру  

жасау  керек.   

 

337.    
 




322 xa

dx
  интегралын  табу  керек                                                     

Шешуі:   tax sin   tdtadx cos
 

   
C

ta

t
ctgt

ata

dt

ta

tdta

taa

tdta

xa

dx










 22222333222322 sin1

sin1

coscos

cos

sin

cos
 

a

xa
t

a

x
t

22

cos,sin



 

 

        
Осыдан       

               
C

xaa

x

xa

dx






 222322  

 

 dxxaxR 22,   интегралы  берілсе, онда  atgtx   немесе  actgtx 
 
 алмастыру  

жасау  керек.  

 

338.    
 22 xax

dx
  интегралын  табу  керек                                                     

Шешуі:  
t

adt
dxatgtx

2cos
,     

 

C
t

t

at

dt

attgaaatgt

t

adt

xax

dx









 sin

cos1
ln

1

sin

1cos
222

2

22
 

2222
cos,sin,

ax

a
t

ax

x
t

a

x
tgt







 

Осыдан      

C
x

aax

a
C

ax

x

ax

a

axax

dx














22

22

22

22
ln

1
1

ln
1

 

 

 

 dxaxxR 22,   интегралы  берілсе, онда  
t

a
x

cos
  немесе  

t

a
x

sin


 
 алмастыру  

жасау  керек.   
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339.    
 22 ax

dx
  интегралын  есептеу  керек                                                     

Шешуі:                       
t

a
x

cos
    

t

tdta
dx

2cos

sin


 
 

C
t

t

t

dt

t

ta
t

tdta

a
t

a

t

tdta

ax

dx













  cos

sin1
ln

cos

cos

sin
cos

sin

cos

cos

sin
2

2

2

2

2

22
 

                                x

ax
t

a

x
t

22

sin,cos



 

Сонымен       

 

C
a

a

ax
x

C

x

a
x

ax

ax

dx















2222

22
ln

1

ln
 

 

 

Берілген  интегралдарды  есептеу  керек.  

 

340.    
 


2/322 xa

dx
                             Жауабы:  C

xaa

x


 222
   

 

341.    
123 xx

dx
                               Жауабы:  C

x

x

x 2

2

2

11
arccos

2

1 
   

 

342.    dxxa  22                               Жауабы:  C
a

xa
xa

x
 arcsin

22

2
22   

 

343.    


dx
x

xa 22

                             Жауабы:  Cxa
xa

xaa




 22ln
2

   
 

344.    dx
x

x


 2

2

9
                               Жауабы:  Cxxx

x
 22 9ln

2

9
9

2
  
 

 

 

1.9 Гиперболалық  функцияларды  интегралдау 

 

        Гиперболалық  функцияларды  интегралдау  үшін  төмендегі  

формулаларды  қолдану  керек. 

 

122  xshxch                    12
2

12  xchxsh
       

 

 12
2

12  xshxch
              

xshshxchx 2
2

1
  
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345.   xdxch 2   интенгралын  табу  керек 

Шешуі:      cxxshdxxchxdxch
2

1
2

4

1
12

2

12  

 

346.  xdxsh3   интегралын  табу  керек. 

Шешуі:          cchxxchchxdxchchxxdshxdxsh 3223

3

1
1  

 

Берілген  интегралды  табу  керек.  

 

347.   xdxch3                                           Жауабы: cxshshx  2

3

1
 

 

348.   xdxch 4                                          Жауабы:  c
xshxshx


32

4

4

2

8

3
 

 

349.   xdxth3                                           Жауабы:    c
xtg

chx 
2

ln
2

 

 

350.   xdxcth3                                         Жауабы:   c
xcth

cthxx 
3

3

 

 

351.    dx
chx

shx
                                      Жауабы: cchx 2  

 

352.    xchxdxsh4                                     Жауабы: c
xsh


5

5

 

 

353.   dx
xch

thx
2

                                        Жауабы:    c
xth


2

2

 

 

354.   xxchsh

dx
22

                                      Жауабы:   cxcth  22  

 

 

2  Анықталған интеграл 

 

2.1 Анықталған интегралды есептеу 

Анықталған интегралдың анықтамасы.  xf  функциясының  ba;  

аралығындағы анықталған интегралы деп     



n

i

ii xfS
1

    -   интегралдық 

қосындының  0max  ix   шегін айтады және былай белгіленеді:        
b

a

dxxf  
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мұндағы а - төменгі, в - жоғарғы шегі,  x – айнымалы шама,  ba; –

интегралдау аралығы. 

Егер  xf функциясы  ba;  аралығында үзіліссіз болса, онда осы аралықта 

интегралданады. 

А н ы қ т а л ғ а н   и н т е г р а л   қ а с и е т т е р і: 

1)     

b

a

b

a

dxxfAdxxAf ; 

2)          

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121 ; 

3)   0
a

a

dxxf ;     

4) егер   ba; -де      Mxfт     болса, онда:  

                                            abMdxxfabт
b

a

  ; 

5)        

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf ; 

6)  
b

a

dxxf =-  
a

b

dxxf .  

          

Анықталған интегралды анықталмаған интеграл көмегімен   есептеу. 
 

Ж о ғ а р ғ ы  ш е г і  а й н ы м а л ы  а н ы қ т а л ғ а н  ин т е г р а л. Егер 

 xf
 
функциясы  ba,

 
аралығында үзіліссіз болса, онда  

 

   
x

a

dxxfxF
 

функциясы   xf
 
функциясының  алғашқы функциясы болады, яғни  

 
   xfxF 

    
 bax ,

 
 

Н ь ю т о н – Л е й б н и ц   ф о р м у л а с ы. Егер    xfxF   болса, онда                                                   

 

        

b

a

b

a
aFbFxFdxxf

 

 

 xF
 
алғашқы функциясын      CxFdxxf   

анықталмаған интегралын   

шешу арқылы есептеледі.     

  

355.    dxx4
3

1

   интегралын  есептеу  керек 
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Шешуі:             
5

4
48

5

)1(

5

3

5

55
3

1

53

1

4 







x

dxx  

 

356.    
x

dx
2

4

6 cos




   интегралын  есептеу  керек 

Шешуі:             
3

3
1

64cos
4

6
2

4

6









tgtggxt

x

dx
 

 

Берілген  интегралды  есептеу  керек. 

 

357.     dxxx 322
2

1

                                              Жауабы:  
3

7
 

 

358.    dxe x
1

0

                                                            Жауабы:  1e  

 

359.    xdxsin
2

0



                                                       Жауабы:  1 

 

360.    
2

1

0 1 x

dx


                                                           Жауабы:  

4


 

 

361.    
2

2
2

0 1 x

dx


                                                     Жауабы:  

4


 

 

362.    tgxdx
3

0



                                                           Жауабы:  2ln  

 

363.    
x

dxe

1

                                                                Жауабы:  1 

 

364.    xdx2
2

0

cos



                                                       Жауабы:  
4


 

365.    
2

1

0 1 x

dx


                                                       Жауабы:  2ln  

 

366.    
2

1

2 x

dx



                                                          Жауабы:  
8

3
  

 

367.     dxxx 3
2

1

2                                              Жауабы:  
3

1
33  
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368.    
232

1

0 


xx

xdx
                                               Жауабы:  

8

9
ln  

 

369.    
542

1

0 


xx

xdx
                                               Жауабы:  

7

1
23 arctgarctgarctg   

 

370.    
46

21

0 


y

dyy
                                                    Жауабы:  

2

51
ln

3

1 
 

371.    
2

5.3

2 45 xx

xdx


                                              Жауабы:  

6


 

 

372.    xdx3
2

0

sin



                                                     Жауабы:  
3

2
 

 

373.    
xx

dxe

e ln

2

                                                        Жауабы:  2ln  

 

374.    dx
x

x

18

31

0 
                                                       Жауабы:  

16


 

 

2.2 Меншіксіз интегралдар 

 

 Шегі ақырсыз интегралдар. Егер  

b

a
b

dxxflim шегі бар болса, онда осы 

шекті  xf  функциясының  ,a  интервалындағы меншіксіз интегралы дейді 

және оны былай белгілейді 

                                         





b

a
b

a

dxxfdxxf .lim  

Егер осы шек бар болса меншіксіз  интеграл жинақты, қарсы жағдайда 

жинақсыз дейді. Осы сияқты 

                      




b

a
a

b

dxxfdxxf ,lim                     









c

c

dxxfdxxfdxxf

 
 

интегралдарын да меншіксіз интегралдар дейді. 

 

Үзілісті функцияның интегралы. cx   нүктесінде үзілісті болатын  xf  

функциясының  
с

a

dxxf  интегралы былай анықталады:       

    


b

a
cb

с

a

dxxfdxxf .lim
0
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Егер осы шек бар болса, онда меншіксіз  интеграл жинақты, қарсы 

жағдайда жинақсыз дейді. 

 Осы сияқты 

 

    


b

a
ca

b

c

dxxfdxxf ,lim
0

                     

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf , мұндағы ,bca    

 

интегралдарын да   меншіксіз интегралдар дейді. 

375. 



0

2 22xx

dx
 меншіксіз интегралын есептеу керек. 

Шешуі: 



  


b

b

bb
xarctg

x

dx

xx

dx
0

0

2

0

2
)1(lim

1)1(
lim

22
 

                      

 .
442

1)1(lim





arctgbarctg
b

      

Интеграл жинақты.  

 

376. 


1 x

dx
 меншіксіз интегралын табыңыз. 

Шешуі:  .)1lnlnlimlnlimlim
1 1

1 





b

b

b

bb
bx

x

dx

x

dx    Интеграл жинақсыз.  

 

377. 


1

1

2x

dx
  меншіксіз интегралын есептеу керек. 

Шешуі:   

   
 









0

1

1

0 1

1

1

0
1

0202022

1

1

2
)

1
(lim)

1
(limlimlim

b

a

a
a

b

bab xxx

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

.)1
1

(lim)
1

1(lim
00


 ab ab

      Интеграл жинақсыз.  

 

Берілген  меншіксіз  интегралды  есептеу  керек. 

 

378.    
x

dx1

0

                                               Жауабы:  2  (жинақты). 

 

379.    
x

dx2

1

                                            Жауабы:  жинақсыз 

 

380.    
px

dx1

0

                                            Жауабы:  
p1

1
(жинақты), егер ;1p                                                                                                                                                  

                                                                                  жинақсыз, егер ;1p  

381.    
x

dx


1

                                            Жауабы:  жинақсыз. 
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382.    
2

1 x

dx

                                             Жауабы:  1  (жинақты). 

 

383.    
px

dx


1

                                             Жауабы:  
1

1

p
 (жинақты), егер ;1p  

                                                                                  жинақсыз, егер   ;1p  

384.    
2

1

0 1 x

dx


                                         Жауабы:    

2


(жинақты). 

 

385.    
22 xa

dx







                                       Жауабы:  )0(
2

a
a


(жинақты). 

 

386.    
xx

dx

ln

2
1

0

                                           Жауабы:  жинақсыз 

 

387.    
xx

dx
2

2
1

0 ln
                                           Жауабы:  

2ln

1
(жинақты). 

 

388.    
942 




 xx

dx
                                    Жауабы:  

5


(жинақты). 

 

389.    ctgxdx
2

0



                                            Жауабы:  жинақсыз 

 

390.    0,
0

 


kdxe kx                                   Жауабы:  
k

1
(жинақты). 

 

391.    dx
x

arctgx

12
0 



                                       Жауабы:  
8

2
(жинақты). 

 

392.    
2

1

0 1 x

xdx


                                            Жауабы:  1(жинақты). 

 

393.    
12

1

0 


x

xdx
                                                  Жауабы:  1 (жинақты). 

 

 

2.3  Анықталған интегралда айнымалыны  алмастыру 

 

Егер   xf

 

функциясы  bxa   аралығында үзіліссіз және  x  функциясы   

өзінің   x  туындысымен   t  аралығында үзіліссіз , мұнда  a

   

және
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 ,b

   

сонымен қатар    tf   функциясы  bxa   аралығында анықталған 

және үзіліссіз болса, онда 

       . 





 dtttfdxxf
b

a
 

 

  394. dxx 2
1

0

1  интегралын табыңыз. 

Шешуі: Айнымалыны алмастырып, сонан соң Ньютон-Лейбниц формуласы 

бойынша есептейміз:   

 









 
2

0

2
2

0

22
1

0

coscossin1

2
1

00

cossin

1





dtttdtt

tx

tx

xdxdxxx

dxx  

 

.
4

sin
4

1

4
2sin

2

1

2

1
)2cos1(

2

1 2

0

2

0















  xtdtt        

 

 

Берілген  интегралдарды  есептеу  керек 

 

395.    ,
1

1

0 x

dx


                       2tx                                 Жауабы:  3ln24  

                                                                                                                                      

396.    ,
3)2(

)2(

3
2

3
2

29

3

dx
x

x




           32 tx                            Жауабы:  

2

33
8  

                                                                                                                                    

397.    ,cossin 2
2

0

dxx



                tx cos                          Жауабы:  
3

1
 

 

398.    ,
cos230 x

dx





                  t
x

tg 
2

                           Жауабы:  
5


 

                                                                                                                                        

399.    ,
42

4

1 x

xdx


                          tx  42                      Жауабы:  

2

23
 

                                                                                                                                       

400.    ,
15

1

dx
x

x 
                           tx 1                      Жауабы:  )22(2 arctg  

                                                                                                                                       

401.    ,
12

3
4

4
3 


xx

dx
                     

t
x

1
                               Жауабы:  

2

3
ln  
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402.    ,
sinsin56

cos
2

2

0 xx

xdx






              tx sin                       Жауабы:  
3

4
ln  

                                                                                                                                       

403.    Егер  )(xf    жұп  функция  болса, онда     

 

dxxdxxf
aa

a

)(2)(
0




 

 

теңдігін  дәлелдеу  керек 

 

404.    Егер  )(xf    тақ  функция  болса, онда     

 

0)( 


dxxf
a

a

 

 

 теңдігін  дәлелдеу  керек 

 

 

2.4 Бөліктеп   интегралдау формуласы 

 

Егер  xuu   және  xvv   функциялары және олардың туындылары  ba;  

кесіндісінде үзіліссіз болса,онда анықталған интеграл үшін бөліктеп 

интегралдау формуласы тура болады: 

                                                  

b

a

b

a

b

a

vduuvudv

 
 

405. 


0

sin dxxx интегралын табыңыз. 

Шешуі: Бөліктеп интегралдау формуласын қолданып, сонан соң Ньютон-

Лейбниц формуласы бойынша есептейміз: 

 














0

00

0

sincoscoscos

cos

;sin

;

sin xdxxxx

vx

dvxdx

dudxux

dxxx .  

 

406. 
e

dxxx
1

ln  интегралын табыңыз. 

Шешуі: Бөліктеп интегралдау формуласын қолданамыз: 
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 














e e

ee

e

eeexe
xdxe

e

x

dxx
x

x

v
x

dvxdx

du
x

dx
ux

dxxx

1 1

222

1

2222

1

2

1

2

4

1

4

1

42422

1
ln

22
ln

2

2
;

;ln

ln

 

 
Берілген  интегралды  есептеу  керек 

 

407.    xdxxcos
2

0



                                                                     Жауабы:  1
2



 

 

408.    xdx
e

ln
1

                                                                           Жауабы:  1 

 

409.    dxex x23
1

0

                                                                      Жауабы:  
8

32 e
 

 

410.    dxxe x sin
0



                                                                      Жауабы:  )1(
2

1
e  

 

411.    dxxe x



0

                                                                       Жауабы:  1 

 

412.    )0(cos
0

 


adxbxe ax                                                     Жауабы:  
22 ba

a


 

 

413.    )0(sin
0

 


adxbxe ax                                                     Жауабы:  
22 ba

a


 

 

2.5 Жазық фигураның ауданы 

 

Тік бұрышты координатадағы аудан. Егер үзіліссіз қисығы  тік бұрышты 

координатада  xfy   теңдеуімен берілсе,  xfy   қисығымен   
bxaxy      ,  ,0  түзулерімен  шектелген «қисық сызықты» трапециясының 

ауданы 

 
b

a

dxxfS  

формуласымен есептеледі.  
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414. 24 xxy   қисығымен және абсцисса осімен шектелген фигура ауданын 

есептеу керек. 

Шешуі: Қисықтың абсцисса осін қиятын нүктелерін табамыз. Ол үшін 

04 2  xx  теңдеуін шешеміз. 4,0  xx   Ендеше  

 

  

b

a

x
xdxxxdxxfS

4

0

4

0

3
22 .

3

32

3

64
32)

3
2()4()(   

 

415. 2

2

1
xy   қисығымен және  3,1,0  xxy  түзулерімен  шектелген 

фигура ауданын есептеу керек. 

Шешуі:  

  

b

a

x
dxxdxxfS

3

1

3

1

3
2 .

3

1
4

6

1

6

27

62

1
)(   

 

 

   xfy 1  және  xfy 2   қисықтарымен (    xfxf 12  ) және  bxax  ,  

түзулерімен шектелген жазық фигураның ауданы    

 

     

b

a

dxxfxfS 12

 
 

формуласымен есептеледі. 

 

416. 8;3  yxy  сызықтарымен және ординат осімен шектелген фигура 

ауданын табу керек.  

Шешуі: Берілген сызықтардың қиылысу нүктесін табамыз.  

 

                                                              2
8

;3









x

y

xy

 
 

Берілген фигура сол жағынан ордината осімен шектелгендіктен, төменгі 

шек 0x  болады. Сонымен формула бойынша 

 

12416)
4

8()8())()((

2

0

2

0

4
3

12   
b

a

x
xdxxdxxfxfS .  

 

417. y = x, y = x
2
, x = 1, x = 2 сызықтарымен шектелген фигураның ауданын 

табу керек (2.1 Сурет). 
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Параметрлік түрде берілген    ,  , tytx    мұндағы 

    ,,, bat   қисықпен шектелген жазық фигураның ауданы   

    





 dtttS  формуласымен есептеледі. 

 

418. 








tby

tax

sin

cos
 эллипсінің ауданын табу керек.  

Шешуі: Эллипстің симмериялығын пайдаланып, оның ширегінің ауданын 

есептеп, қортындыны төртке көбейту жеткілікті. Осында  x

 

айнымалысы 

0 ден     a  ға дейін өзгереді. Олай болса

    

t

 

айнымалысы 
2


ден    0  ға 

дейін өзгереді. 

  

 

 

   

.
2

2sin
2)2cos1(2

sin4)sin(sin4

2

0

2

0

2

0

2

0

2

ab
t

tabdttab

tdtabdttatbdtttS

b

a




























 

 

419. ОХ өсімен шекталген )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
 циклоидасының 

ауданын табу керек.  

Шешуі: x

 

айнымалысы 0 ден    a2  ға дейін өзгереді. Олай болса

    

t

 айнымалысы 0 ден    2  ға дейін өзгереді. 

  

 

     



2

0

22

2

0

)1()cos1()1( dtstcoadttastcoadtttS

b

a

.coscos2

2

0

2

2

0

2

0

2








 



tdttdtdta

 

Шешуі: 

 

 

 
                  2.1 Сурет 
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мұнда 




 
2

0

2

0

2

2

0

2

0

)2cos1(
2

1
cos,0cos,2 dtttdttdtdt

 

Сонымен                 

  

.3)2( 22 aaS  

  

Полярлық координатадағы аудан. Егер үзіліссіз қисығы  тік бұрышты 

координатада  fr   теңдеуімен берілсе,  fr   қисығымен (доғасымен)   
  21 ,

 

полярлық  сәулелермен шектелген   «қисық сызықты» сектордың 

ауданы   

 

 

b

a

dxxfS 2

2

1

 
формуласымен есептеледі.  

 

420. )cos1(  ar  кардиоида қисығымен шектелген ауданды табу керек.  

Шешуі: Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның 

жартысын есептеп, шыққан нәтижені екі есе еселейміз: 

 

    

 


0 0

22222 )coscos21()cos1(
2

1
2

2

1
dadadfS

b

a         

  .
2

3
)

2
()2sin

2

1
(

2

1

)2cos1(
2

1
sin2

22

0

2

0
00

2













aaa

da











 

 

 

421. 2сosar   лемниската қисығымен шектелген ауданды табу керек.  

Шешуі: Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның ширегін 

есептеп, шыққан нәтижені төрт есе еселейміз: 

 

   

 




0

2
4

0

222 .
2

2sin
22cos

2

1
4

2

1
aadadfS

b

a     

   

Берілген  сызықтармен  шектелген  фигуранын  ауданын  табу  керек. 

 

422.    xyxy 3,92                                                        Жауабы:  
2

1
 

 

423.    axaxyaxy 2,,0,2                                      Жауабы:  2ln2a  
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424.    0,2  yxy                                                           Жауабы:  
3

32
 

 

425.    22 2,2 xpypxy                                                  Жауабы:  
3

4 2p
 

 

426.    xyxyxy  ,2,3                                              Жауабы:  
2

3
 

 

427.    8,1,3  xyxy                                                  Жауабы:  
4

1
4  

 

428.    
3

,0,


 xytgxy                                               Жауабы:  2ln  

 

429.    0,2  yxaxy                                                    Жауабы:  
6

3a
 

 

430.    0,
22

2




 y
ax

a
y                                                    Жауабы:  2a  

 

431.    0,2 2  xyxxy                                                 Жауабы:  
2

1
4  

 

432.    2
2

3

2
4,

3
xy

x
y                                                  Жауабы:  

3

2
10  

 

433.  










tby

tax

3

3

sin

cos
                                                             Жауабы:  ab

8

3
 

 

434.  








)2sinsin2(

)2coscos2(

tay

ttax
                                                Жауабы:  26 a  

 

435.    cosar                                                                  Жауабы:  
4

2a
 

436.    2cosar                                                                 Жауабы:  
4

2a
 

437.    3cosar                                                                 Жауабы:  
4


 

438.    4cosar                                                                 Жауабы:  
4


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2.6 Қисық доғасының ұзындығы 

 

 Тік бұрышты координатадағы доғаның ұзындығы.  Жазықтықта 

 xfy   теңдеуімен өрнектелген АВ доғасының ұзындығы, мұндағы bxa  ,   

 

   

b

a

dxxfL
2

1  

 

формуласымен есептеледі. 

 

439. 222 Ryx   теңдеуімен берілген шеңбердің ұзындығын табу керек. 

 Шешуі: Шеңбердің симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның ширегін 

есептеп, шыққан нәтижені төрт есе еселейміз.  

Шеңбердің теңдеуі      22 xRy   , осыдан 

22 xR

x
y


 . 

 Сонда     

.2arcsin414

00
22

0

22

2

RxRdx
xR

R
dx

xR

x
L

RRR







   

440.  0x ден  1x ге дейінгі аралықтағы  )0(23  yyx  теңдеуімен 

берілген қисықтың   доғасының ұзындығын табу керек. 

 Шешуі:         3xy   , осыдан 

2

3 x
y  . 

 Сонда     

.113
8

13

27

8

27

8

4

13

27

8

4

9
1

3

2

9

4

4

9
1

2
3

1

0

2
31

0



























  dx

x
L  

 

441. 3

2

3

2

3

2

ayx   астроидасының ұзындығын табу керек.  

 

Шешуі: Астроиданың теңдеуін дифференциалдаймыз: 

.

3

1

3

1

x

y
y   

Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ұзындықтың ширегін 

есептеп,  шыққан нәтижені төрт еселейміз: 

 

4

1
  

a a

a aaa
x

adx

x

a
dx

x

y
L

0 0

3

2

3

1

0

3

2

3

1

3

1

3

1

3

2

3

2

.
2

3

2

3

3

2
1  
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.6aL      

 

Параметрлік түрде берілген    ,  , tytx    мұндағы 

    ,,, bat   қисықпен шектелген доғасының ұзындығы  

 

      





 dtttL
22

 

 

формуласымен есептеледі. 

 

442. )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
 циклоиданың бір аркасының ұзындығын 

табу керек.  

Шешуі: taytax sin);cos1(  . Сондықтан,  

 

     

     .8)0cos(cos4
2

cos4

2
sin2cos12sincoscos21

sin)cos1(

2

0

2

0

2

0

2

0

22

2

0

222222

aa
t

a

dt
t

adttadtttta

dttatadtttL























 

 

443. )
2

0(
sin5

5












t

ty

tсosx

 теңдеуімен берілген қисықтың   доғасының 

ұзындығын табу керек. 

Шешуі:               ttyttx cossin5;cossin5 44  . 

  

Сондықтан,  

        dtttttdtttL
2

0

288222
cossin25cossin25







  

       .
3

)3-ln(2
2

8

5
2cos312cos3ln

2

1
2cos312cos

2

3

38

5

)2(cos2cos31
8

5
2cos

4

3

4

1
2sin

2

5
cossincossin5

2

0

22

2

0

2
2

0

2
2

0

66




















 




tttt

tdtdtttdttttt

 

 

Полярлық координатадағы доғаның ұзындығы.   АВ қисығы  fr   

теңдеуімен берілсе, мұндағы ,   онда АВ доғасының ұзындығы   
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      





 drrL
22  

 

формуласымен есептеледі. 

 

444. )30(
3

sin 3 










 ar  теңдеуімен берілген қисықтың   доғасының 

ұзындығын табу керек. 

Шешуі:                 

















3
cos

3
sin 2 

ar .  

Сондықтан,  

     

2

3

3
sin

3
cos

3
sin

3
sin

3

0

3

0

224262

22

a
ddaa

drrL











 











































 


 

 

445. )20()cos1(   ar  теңдеуімен берілген қисықтың   

доғасының ұзындығын табу керек. 

Шешуі:  Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ұзындықтың  

жартысын есептеп,  шыққан нәтижені екі еселейміз. 

        

sinar  . 

 

Сондықтан,  

 

     

.8
2

sin8
2

cos4222

sin)1(2

000

0

222222

aadadсosa

daсosadrrL






















 

 

 

Берілген  қисықтың  доғасының  ұзындығын  табу  керек. 

 

 446.    10
2

2

 x
x

y                                            Жауабы:  
2

)21ln(2 
 

 

 447.    32 xy     )0;0(  нүктесінен   )8;4(  нүктесіне дейін          

                                                                           Жауабы:  )11010(
27

8
  

 

448.    102  xxy                                      Жауабы:  )21ln(2   
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449.    83ln  xxy                                        Жауабы:  
2

3
ln

2

1
1  

 

450.  30

2

3
2

3













t

ty

t
t

x
                              Жауабы:  12   

 

451.   










tay

tax

3

3

sin

cos
 ,                                            Жауабы:  a6  

 

452.   
2

0
cos8sin6

cos6sin8 









t

tty

ttx
 ,                          Жауабы:  5  

 

 

453.    ar          (Архимед спиралі)         полюстен бірінші айналымға дейін                                       

                                                                   Жауабы:  ).412ln(
2

41 22  
a

a  

 

454.    )
2

0(
3

sin 3 












 ar                               Жауабы:  ).332(

8

1
  

 

455.    
aer               полюстен    ),( r  нүктесіне дейін.                                        

                                                                                       Жауабы:  .
1 2

ae
a

a
 

 

2.7 Дененің көлемі. 

 

Қимасының ауданы бойынша дененің көлемі. Егер дененің 

 )(xSS OX өсіне перпендикуляр болатын параллель қимасының ауданы 

болса, онда дененің клемі 

 


b

a

dxxSV )(  

 

  формуласымен есептеледі, мұндағы .bxa         

 

456. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x

   
эллипсоидының көлемін табу керек. 

Шешуі:  Эллипсоидтың     OYZ  параллель  жүргізілген қималар  эллипс 

болады ( OX
 
өсіне перпендикуляр). Оның теңдеуі 
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1

11

,1
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2





































a

x
c

z

a

x
b

y

c

z

b

y

a

x
. 

 

Эллипстің жарты өстері 

 

2

2

12

2

1 1,1
a

x
cc

a

x
bb 

 
Эллипстің ауданы  11)( cbxS  ге тең (418 есепті қараңыз). Осыдан 

 











2

2

1)(
a

x
bcxS 

 
Енді эллипсоидының көлемін табамыз 

 

.
3

4

3
1)(

2

3

2

2

abc
a

x
xbcdx

a

x
bcdxxSV

a

a

a

a

b

a

 





















 

 

Айналу денесінің көлемі. )(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  

түзулерімен  шектелген қисық сызықты трапециясын OX өсімен және 

OY өсімен айналдырғанда пайда болған денелердің көлемі сәйкес 

    

b

a

b

a

x dxxfdxxyV ,22              

b

a

b

a

y dxxfxdxxxyV  22

 
 

  формулаларымен есептеледі, мұндағы .bxa         

 

457. )0(sin  xxy     синусоидасы және     OX  өсімен шектелген 

фигураны  а)   OX  өсі  бойынша,  б)   OY   өсі  бойынша  айналдырғанда     пайда 

болған денелердің көлемін табу керек.                                                      

Шешуі:    

 
22

2sin

22

2cos1
sin

2

000

22 















 

x
xdx

x
xdxdxxyV

b

a

x

 

    2

0

0

2sincos2sin22 




  xxxxdxxdxxxyV

b

a

y  

 

Берілген  сызықтармен  шектелген  фигураны  OX немесе OY өсімен  

айналдырғанда  пайда  болған  дененің  көлемін  табу керек. 
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458.     )0(2  axaxy    

            а)   OX  өсі  бойынша                                 Жауабы:  а)   
30

5a
Vx


  

           б)   OY     өсі  бойынша                                                б)   


6

4a
Vy       

459.    1
2

2

2

2


b

y

a

x
   

               OX     өсі  бойынша                                 Жауабы:  2

3

4
ab  

460.    
a

bx
y     

               OY     өсі  бойынша                                Жауабы:  ba 2

3

1
  

461.    
8

,
2

32 x
y

x
y     

               OX     өсі  бойынша                                Жауабы:  
35

4
 

 

462.    axpxy  ,22    

               OY     өсі  бойынша                                 Жауабы:  2pa  

 

463.      3,0,32  xyxy    

               а)   OX  өсі  бойынша                              Жауабы:  а)   
4


xV  

           б)   OY     өсі  бойынша                                                б)   
7

4
yV      

464.    0,0,  xyey x    

               а)   OX  өсі  бойынша                            Жауабы:  а)   
2


xV  

           б)   OY     өсі  бойынша                                                б)   2yV      

 

465. )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
    

            а)   OX  өсі  бойынша                                  Жауабы:  а)   325 aVx   

           б)   OY     өсі  бойынша                                                 б)   326 aVy       

 

466.    










)sin

)

3

3

tay

tсosax
   

               а)   OX  өсі  бойынша                               Жауабы:  а)   
105

32 3a
Vx


  

               б)   OY     өсі  бойынша                                            б)   
105

32 3a
Vy


   

467.    )cos1(  ar                                                                                       
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                 полярлық  өсі  бойынша                       Жауабы:  3

3

8
a  

468.    2cosr                          

         полярлық  өсі  бойынша                         Жауабы:  3

21

4
a

 
 

 

2.8 Айналу денесінің бетінің ауданы 

 

)()( bxaxfy   қисығының доғасын  OX өсімен айналдырғанда пайда 

болған дененің бетінің ауданы  

     

b

a

x dxxfxfS ,12
2

         
 

 

 формулаларымен есептеледі.      

  

469.  22 39 xxy     қисығының  OX  өсі  бойынша  айналдырғанда     пайда 

болған денелердің бетінің ауданын табу керек.                                                      

Шешуі:       30  x                
x

x

x

x
xxfxxy

2

1

6

3

3

1
3

3

1 



  

   dx
x

x

x

x
dxxf

2

1

4

)1(
11

2
2 




  

      




3

0

2
.3

2

1

3

3
212  dx

x

x
x

x
dxxfxfS

b

a

x  

 

470. )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax

 қисығының  OX  өсі  бойынша  

айналдырғанда     пайда болған денелердің бетінің ауданын табу керек.                                                      

Шешуі:                     taytax sin,cos1   

           dt
t

adttataxdttytxdxxf
2

sin2sincos11 2222222
  

      


















2

0

2
32

2

0

2

.
3

64

2
sin

2
sin2cos1212

a
dt

t
a

dt
t

atadxxfxfS

b

a

x

 

 

Берілген  қисықтың  доғасын  OX  өсімен  айналдырғанда  пайда  болған  беттің   

ауданын    табу керек. 

 

471.    202  xxy                                            Жауабы:  58  
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472.     xxy 0sin                                         Жауабы:  )21ln(2(2   

 

473.    30)3(
3

1
 xxy                                      Жауабы:  3  

 

474.    axaxy 3042                                          Жауабы:  
3

56 2a
 

 

475.    








)2sinsin2(

)2coscos2(

ttay

ttax
                                 Жауабы:  

5

128 2a
 

 

476.    










tay

tax

3

3

sin

cos
                                               Жауабы:  

5

12 2a
 

 

 

2.9 Анықталған интегралдың механикада қолдануы 

 

Ауырлық орталығы. )()( bxaxfy        теңдеуімен берілген  

))(,( afaA  мен ))(,( bfbB
 
нүктелерін қосатын AB  доғасының  ауырлық   

орталығының координаталары       
 

  

  
,

1

1

2

2










b

a

b

a
c

dxxf

dxxfx

x         

    

  








b

a

b

a
c

dxxf

dxxfxf

y
2

2

1

1

 

 

  формулаларымен есептеледі.      

  

)(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  түзулерімен  шектелген «қисық 

сызықты» трапециясының ауырлық  орталығының координаталары    

    

 

 
,






b

a

b

a
c

dxxf

dxxfx

x         

 

 




b

a

b

a
c

dxxf

dxxf

y

2

 

формулаларымен есептеледі.     

 

 477. 0,222  yayx    жарты шеңберінің ауырлық  орталығының 

координаталарын   табу керек.                                                      
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Шешуі:                   

 
22

22

xa

x
xfxay


    dx

xa

a
dxxf

22

2
1


  

 

 
,

222

22



a

a

dxa

a

dx
xa

a
xa

dxxf

dxxfy

y

a

a

a

a

b

a

b

a
c 












 

 

,0cx   себебі жарты шеңбер  OY  өсіне қарағанда симметриялы.
  

478. axy     параболасы және ax  түзyімен шектелген фигураның 

ауырлық  орталығының координаталарын   табу керек.                                                      

Шешуі:        
 

 

 
,

5

3

3

2
2

5

2
2

0

2
3

0

2
5

0

0 a

xa

xa

dxax

dxaxx

dxxf

dxxfx

x
a

a

a

a

b

a

b

a
c 















 

 

 

 
8

3

3

2
2

2

1

0

2
3

0

2

0

0

2

a

xa

xa

dxax

axdx

dxxf

dxxf

y
a

a

a

a

b

a

b

a
c 















 

 

Инерция моменті. )()( bxaxfy   теңдеуімен берілген )(,( afaA   

мен )(,( bfbB
 
нүктелерін қосатын AB  доғасының  OX өсі және OY өсіне 

қарағанда инерция моменті       
 

   ,1
22

 

b

a

x dxxfyI            ,1
22

 

b

a

y dxxfxI

 

 

  формулаларымен есептеледі.     

 

)(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  түзулерімен  шектелген «қисық 

сызықты» трапециясының  OX өсі және OY өсіне қарағанда инерция моменті       

 

   
  ,

3

1 3



b

a

x dxxfI          
b

a

y dxxfxI 2
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  формулаларымен есептеледі  

 

479. 20
sin

cos

3

3











t

tay

tax
  асттоида доғасының    ,OX OY  өстеріне 

қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек.                                                      

 

Шешуі:                   ttayttax cossin3,cossin3 22   

         dtttadtttdxxf cossin31
222

   

   .
8

3
sin

8

3
cossin3sin21

3
2

0

83
2

0

6222 a
tatdttatadxxfyI

b

a

x  




 

Осылай         .
8

3 3a
I y        

 
480.    0,22  yxay  сызықтарымен  шектелген  фигураның  OX  өсінің  

қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек 

Шешуі:       
          

    

b

a

b

a

x dxxadxxfI
3223

3

1

3

1

  .
105

32

7

1

5

3

3

1
33

3

1 7
742346642246 a

xxaxaxadxxxaxaa

a

a

b

a














 

 

481.    )0,0(1
2

2

2

2

 yx
b

y

a

x
  эллипстің  ширегінің  ауырлық  орталығын   

табу  керек.                                                  Жауабы:  
 3

4
;

3

4 b
y

a
x cc   

 

482.    0,164 2  yxy   сызықтарымен  шектелген  фигураның  ауырлық   

орталығын  табу  керек. 

                                                                      Жауабы:  6.1;0  cc yx  

 

483.    )0(0,sin  xyxy     шектелген  фигураның ауырлық   орталығын  

табу  керек 

                                                                     Жауабы:  
8

;
2

  cc yx  

484.    yxxy 20,20 22    параболаларымен  шектелген  фигураның  ауырлық   

орталығын  табу  керек 

                                                                   Жауабы:  9;9  cc yx  
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485.   )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
   циклоида  доғасының  ауырлық   орталығын  

табу  керек.                                    Жауабы:  
 3

4
;

3

4 b
y

a
x cc   

 

486.    )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
  циклоида және  OX  өсімен  шектелген  

фигураның  ауырлық   орталығын  табу  керек. 

                                                                                     Жауабы:  
6

5
;

a
yax cc   

487.    










tay

tax

3

3

sin

cos
  астроида доғасының )

2
0(


 t  ауырлық   орталығын  табу  

керек.                                                           Жауабы:  
5

2
,

a
yx cc   

 

488.    0,22  yxay  сызықтарымен  шектелген  фигураның  OY  өсінің  

қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек 

                                                                                Жауабы:  
15

4 5a
I y   

489.    222 ayx     а) шеңберінің ,  б) дөңгелектің    ,OX  OY  өстеріне  

қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек. 

                                                                               Жауабы:  а) 
3aII xx     

                                                                                                б) 
4

4

1
aII xx   

490.    1
2

2

2

2


b

y

a

x
  эллипстің    ауданының ,OX  OY  өстеріне  қарағандағы   

инерция  моментін    табу  керек 

                                                                             Жауабы:  ,
4

1 3abI x  .
4

1 3baI x   

 

 

Тест сұрақтары 

1.     32x

dx
 анықталмаған интегралды табыңыз: 

 

A) 
2

1
ln (2x+3)+C;          B)  ln (2x+3)+C ;        C) 

3

1 ln (2x+3)+C;  

D)  
3

32 х +С;                   E)  
2

32 х
+С  

2.   x

dx

3
  анықталмаған интегралды табыңыз: 

A) 12 x 
2
 +C;                  B) Cx ln

3

1
;                 C) Cx 3ln ;  

D) 3ln x +C;                  E) 4x+С; 
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3.      42x

dx
 анықталмаған интегралды табыңыз: 

 

A) C
x

arctg 
44

1 ;              B) Carctgх  ;                  C) C
x

arctg 
22

1  ;  

D) C
x


2
arcsin

2

1 ;           E)  C
x


2
arccos

2

1 ; 

 

4.     Анықталмаған интегралдың анықтамасы. 

 

A) 
   ;)()( dxxfRdxxRf          

B)    CxfdxxF )()(   ;     C)    )()( xFdxxf   ; 

D)  CxFdxxf  )()(   ;     E)    Cxfdxxf )()(  ; 

 

5.  Интегралды есептеңіз:   2)2(x

dx
 

 

A) 
2

1




x
;                 B)  Cx  )2ln( ;          C) )(

)(

1
0

0

0 xx
xf

yy 


 ; 

D)  Carctgx  ;            E)  Cx ln . 

 

 

6.  Интегралды есептеңіз:   42x

dx
 

A) 
2

1




x
;                  B)  Cx  )2ln( ;         C) )(

)(

1
0

0

0 xx
xf

yy 


 ; 

D)  
2

1
C

x
arctg 

2
;      E)  C

x

x






2

2
ln

4

1
. 

7.   dxxaxR );( 22  интегралы үшін қолданылатын алмастыруды табыңыз. 

A)  atgtx  ;                 B)  tax sin ;                    C)  ;tex   

D)  tx sec ;                 E)  x=7/3. 

 

8. 



dx

x

x

1

1
3

 интегралы үшін қолданылатын алмастыруды табыңыз. 

A)  atgtx  ;                   B)  tax sin ;              C)  ;tex   

D)  tax sec ;                 E)  6tx  . 

 

9.        32

2
2x

xdx
 анықталмаған интегралды табыңыз: 

A) ln (2x+3)+C;        B)  
2

1
ln (2x

2
+3)+C;      C) 

3

1 ln (2x+3)+C;  

D)  
3

32 х +С;              E)  
2

32 х
+С. 

  



 77 

10.   Қай теңдiк дұрыс?  

 

A)   CbxFdxbxf )()( ;    B)   CaxFdxaxf )()( ; C)   CaxFdxbaxf )()( ;                

D)   CbaxFdxbaxf )()( ;   E)   )()( baxfdxbaxf ; 

 

11.    dxxx )2cos3(sin  интегралын        табыңыз 

 

A) ;cossin Cxx                B) - ;cossin Cxx       C) - ;cossin Cxx                              

D) 
2

1
;3cos

3

1
2sin Cxx       E) ;2cos2sin Cxx  ; 

 

12.    dxxaxR 22;  интегралын қай алмастырудың көмегімен интегралдаймыз? 

A)  универсал алмастырудың;   

B)  tax sin ;    C) atgtx   ;   D) tax cos ;   E)  tax sec ; 

 

13.   Егер )(xf жұп функция болса, онда 


a

a

dxxf )(   неге тең болады ?  

 A)  0;         B)  
a

dxxf
0

;)(          C)  - );(xf      D)  
a

dxxf
0

;)(2        E)  f ( x )  ;  

 

 14. Егер )(xf  -тақ функция болса, онда 


a

a

dxxf )(   неге тең болады ? 

A) 0;    B)  
a

dxxf
0

;)(       C)  - );(xf      D)  
a

dxxf
0

;)(2      E)  f ( x )  ; 

 

15.  Мына интегралдардың ішіндегі элементар функциялармен «алынбайтын» 

интегралды көрсетіңіз. 

 

A)   x

dx
;     B)   xdxsin ;       C)   xdx2sin ;   D)   dx

x

xsin
;   E)    xdxtg3  

 

16.   Мына интегралды есептеу үшін   xdxxsin   қай формуланы қолданамыз? 

 

A)  atgtx  ;         B)  бөлшектеп интегралдау формуласын, 

C)  ;2tx              D)  tax sec ;              E)  6tx  . 

 

17.   Мына интеграл үшін    x

dx

cos53
қолданылатын алмастыру қайсы? 

 

A)  atgtx  ;      B)  tax sin ;    C)  ;
2

t
tgx        D)  tax sec ;    E)  6tx  . 
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18.  x

xdx5ln
 анықталмаған интегралды табыңыз: 

 

A) ln ln x+C;    B) 
6

ln 6 x
+C;    C) -

2x

xln +C;   D) 
2

2 1

2 x

xln
  +С;  E) xln  +С ; 

 

19.       )(sinsin 2 xxd  анықталмаған интегралды табыңыз: 

 

A) C
x


3

sin 3

;                B)  - cos x +C;               C) cos x+C;   

D) C
x


2

cos2

;            E) C
x


2

sin 2

; 

 

20.   Қай теңдiк дұрыс?  

 

A)   CbxF
b

dxbxf )(
1

)( ;         B)   CaxFdxaxf )()( ;  

C)   CbaxF
a

dxbaxf )(
1

)( ;        D)   CbaxFdxbaxf )()( ;  

E)   )()( baxfdxbaxf ; 

21.  Есептеу керек 
3

2 x

dx
  

 

A)  1/2;         B)  3;         C)  2 )23(   ;     D)  32  ;       E)  12. 

 

22.   




1

1

3 )3( dxxx   интегралын есептеу керек. 

 

A)  -2;           B)   2;           C)  1;           D)   3;            E)   0. 

 

23.  








dxxx )5cos5(sin  интегралын есептеу керек. 

 

A)  -2;        B)   2;         C)  0;      D)   3;       E)   1. 

 

24. dxxx 

1

0

2 )13(   интегралын есептеу керек. 

 

A)  3;         B)  2/3;        C)  ½;        D)  13/2;          E)  17/6. 

 

25.  


0

3sin xdx   интегралын есептеу керек 
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A)  3;         B)  2/3;         C)  ½;        D)  13/2;          E)  13/3. 

 

26. dxe x




1

0

15  интегралын есептеу керек 

 

A) )(
5

1 6 ee  ;     B)  
e5

1
;      C)  e;     D)  e

5
;              E)  0. 

 

27.  
2

0

2 cossin



dxxx    интегралын есептеу керек 

 

A)  3;            B)  2/3;        C)  -1;        D)  4;             E)1/3. 

 

28.  



0

2 16x

dx
   меншіксіз интегралын есептеу керек. 

 

A)    ;           B) 0;         C) 1/16;       D) 8/ ;          E)16. 

 

29.  
2

1
ln xx

dx
  меншіксіз интегралын есептеу керек. 

 

A) 3;              B) 2;          C) -1;           D) 0;              E)  . 

 

30. bxaxfxfxfyxfy  );()();();( 2121   сызықтарымен шектелген фигура 

ауданы: 

A)  
2

1

222

t

t

x dtyxyS  ;        B) 22 yxS  ;       C)  

b

a

dxxfxfS ))()(( 12 ;                                           

D) 22 yxS  ;                       E) 
b

a

dxxfS )( .       

 

31.  xy    қисығымен және ОХ осімен,  х = 9  түзуімен шектелген фигура 

ауданын табу керек 

 

A) 
3

19
;               B) 18;         C) 

2

3
;           D) 

5

3
;           E) 

5

2
. 

 

32.   

b

a

dxy 21  интегралымен қандай шаманы есептейміз 
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А)   y = f(x) қисығымен, ОХ осімен және  х =а , х= в түзулерімен шектелген 

ауданды;  

В)    y = f(x) қисығының  х=а, х=в арасындағы ұзындығын; 

С)  дененің көлемін; 

D) беттің ауданын; 

Е)  екі түзудің арасындағы бұрышты. 

 

33.   Анықталған интегралда бөлшектеп интегралдау формуласы 

 

 А) )()()( aFbFdxxf

b

a

 ;       B)  

b

a

b

a

b

a
vduuvudv / ;  C)   


Carctgx

x

dx
21

 

D)    dtttfdxxf )())(()(  ;       E)    Cxfxfd )())(( . 

 

34.  
b

a

dssF )(  интегралының қандай механикалық мағынасы бар 

 

A) тығыздық;                 B) күш моменті;           C)  статикалық момент  

D) күштің жұмысы;      E)  жүйенің ауырлық центрі. 

 

35.    dxxf

b

a

 )(2   интегралының геометриялық мағынасы 

 

A) фигураның ауданы;                    B) дененің бетінің ауданы; 

C) айналу денесінің көлемі;          D) доғаның ұзындығы; 

E)  екі түзудің арасындағы бұрыш. 

 

36.  
b

a

d 2

2

1
 интегралымен қандай геометриялық шама табылады. 

 

A) екі түзудің арасындағы бұрыш;    B) дененің бетінің ауданы; 

C) айналу денесінің көлемі;                D) доғаның ұзындығы; 

E)  қисық сызықты сектордың ауданы. 

 

37.  dttt 




 )()( 22  интегралымен қандай геометриялық шама табылады. 

 

A) екі түзудің арасындағы бұрыш;    B) дененің бетінің ауданы; 

C) айналу денесінің көлемі;                D) доғаның ұзындығы; 

E)  қисық сызықты сектордың ауданы. 
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38.  )cos1(   a  кардиоидасының бүкіл ұзындығы неге тең? 

 

A)  8 a ;           B)  (2/3) a ;            C)6 a ;           D)4 a ;         E)  (13/3) a . 

 

39. dxxfxf

b

a

  )(1)(2 2   интегралымен қандай геометриялық шама табылады. 

 

A) екі түзудің арасындағы бұрыш;   B)  айналу денесінің бетінің ауданы; 

C) айналу денесінің көлемі;               D) доғаның ұзындығы; 

E)  қисық сызықты трапецияның ауданы. 

 

40.   Мына өрнектердің ішінен  параметрлік түрде берілген қисықпен шектелген 

фигураның ауданын табу керек. 

A)  




 dttt )())( ;                       B) dxxf

b

a

 )(2 ;          dtttC  




 )()() 22 ; 

D) dxxfxf

b

a

  )(1)(2 2 ;        E)   dxxf

b

a

  )(1 2 . 

 

Жауаптары 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

A  B Е D A Е B Е B A 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

D C D A D B C B A C 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

C Е C Е B A Е D Е C 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
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