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КІРІСПЕ  

 

Қазіргі ғылым мен техникада математикалық зерттеулер, модельдер, 

жобалар өте үлкен роль атқарады. Ол қазіргі ақпараттар жүйесінің дамуына 

тікелей байланысты. Демек математикалық нақты сандар шешімін табуға 

табысты қолдану мүмкіншілігін кеңейтеді. 

 Математика фундаменталды пән, одан дәріс беру төменгі жағдайды 

қарастырады: 

а) ойдың логикалық және алгоритмдік дамуын; 

ә)негізгі зерттеу әдістерін меңгеру және математикалық есептердің 

шешімдерін таба білу; 

б) математикалық негізгі сандық әдістерді меңгеру және оны компьютерде 

орындау; 

в) математикалық білімді өз бетінше ұғып алуға еңбектену, қолданбалы 

инженерлік және экономикалық есептерге талдау жүргізу. 

Математиканың жалпы курсы дәстүрлі мамандар үшін оқу жоспары 

бойынша арнайы және жалпы техникалық пәндерді табысты оқытуға маңызды 

мәні бар инженерлер білімдерінің математикалық фундаментін қалайды. 

«Математикалық талдаудан есептер жинағы» 3-бөлім «Математикалық 

талдау»  пәнінің бағдарламасына сәйкес кредиттік жүйеге лайықты етіліп 

жазылған.  

Мұнда көп айнымалды функция, оның  шегі, үзіліссіздігі, көп айнымалды 

функцияның дифференциалдық есептеулері, екі айнымалы функциялар үшін 

Тейлор формуласы, екі айнымалы функцияның экстремумы, функцияның ең 

үлкен және ең кіші мәндерін табу есептері, қатарлар теориясы, сандық 

қатарлар, қатар жинақтылығының қажетті  және жеткілікті белгілері, таңбалары 

ауыспалы қатарлар,  функционалдық тізбектер мен қатарлар, дәрежелік 

қатарлар тақырыптары бойынша теориялық материалдар, сонымен қатар үлгі-

мысалдардың шешу жолдары көрсетіліп, соңында өзбетімен орындау үшін 

жаттығулар жауаптарымен берілген.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4 

1 Көп айнымалды функция 

 

1.1 Көп айнымалды функцияның анықталу облысы 

 

Көп айнымалды функцияның анықтамасы. Егер D облысында бір-

бірінен тәуелсіз х,у айнымалыларының мәндер жұбына z айнымалының 

анықталған бір мәні сәйкес келсе, онда z айнымалы х және у айнымалыларына 

тәуелді екі айнымалыды функция деп аталады және оны 

 
)y ,(xfz   

деп белгілейді.  

  Егер бір-бірінен тәуелсіз  (х1,х2,...,хn)  айнымалдыларының әрбір мәніне 

u айнымалысының анықталған бір мәні сәйкес келсе, онда u айнымалысы  х1, х2, 

... , хn айнымалыларына байланысты көп айнымалды функция деп аталады және 
),...,,(          ),,...,,( 2121 nn xxxfuxxxuu   

символдарымен белгіленеді. 

 

1. Конустың көлемін  жасаушысы x  пен  радиусы y  арқылы өрнектеу керек. 

 

Шешуі. Геометриядан белгілі, конустың көлемі 

hyV 2

3

1
  

формуласымен анықталады, мұндағы h конустың биіктігі. Бірақ 22 yxh   

болғандықтан, осыдан 

.
3

1 222 yxyV    

2. 
xy

yx
xf

2
)y ,(

22 
  функциясы берілген. )4,3( f  және ),1(

x

y
f  мәндерін табу 

керек.  

Шешуі. ,
24

25

)4(32

)4(3
)4,3(

22





f    .

2
12

1

),1(
22

2

xy

yx

x

y

x

y

x

y
f
















  

 

Функцияның анықталу облысы. )y ,(xfz   функциясы анықталатын х 

және у қос мәндерінің ( yx  , ) жиынын осы функцияның анықталу облысы 

(аймағы) деп атайды.  

 )y ,(xfz   функциясының анықталу облысы Оху  жазықтығындағы нүктелер 

жиыны болады. Дербес жағдайда, бүкіл Оху  жазықтығы не Оху  жазықтығының 

тұйық сызықтармен шектелген бөлігі немесе осы жазықтықтың бірнеше 

бөліктерінің жиынтығы болады.  
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 )y ,(xfz   функциясының Оху  тік бұрышты координаттар жүйесіндегі 

геометриялық бейнесі (графигі) осы теңдеумен анықталатын бет болып 

табылады. 

3. 22 yxz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Берілген функция х пен у-тің кез келген мәнінде анықталған, яғни 

анықталу облысы бүкіл Оху  жазықтығы болып табылады.   

 

4. )у-2ln( xz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Логарифмдік функция ух 2 > 0, яғни у < х2  болғанда ғана 

анықталады. Осыдан функцияның анықталу облысы 02  ух  түзуінен төмен 

орналасқан Оху  жазықтығының бөлігі болып табылады.  

 

5. 222 аухz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Функция нақты мәндерін 0222  аух  немесе 222 аух   болғанда 

ғана қабылдайды, яғни функцияның анықталу облысы центрі координаттар 

жүйесінің бас нүктесі, ал радиусы а-ға тең болатын дөңгелектен тыс орналасқан 

Оху  жазықтығының бөлігі.  

 

6. )arcsin( xyz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Берілген функция 11  ху  теңсіздігі орындалғанда ғана 

анықталады. Осыдан функцияның анықталу облысы 1 ху  және 1 ху  

түзулерінің арасында орналасқан Оху  жазықтығының бөлігі болады.  

 

Деңгейлік сызық және деңгейлік бет. Екі айнымалды )y ,(xfz   

функциясының деңгейлік сызығы деп  Оху  жазықтығында Cxf )y ,(  

теңдеуімен берілген сызықты айтады. 

 Үш айнымалды )zy, ,(xfu   функциясының деңгейлік беті деп  Cxf )zy, ,(  

теңдеуімен берілген бетті айтады. 

 

7. 
2x

y
z   функциясының деңгейлік сызығын табу керек. 

 Шешуі. Деңгейлік сызықтың теңдеуі С
x

y


2
 немесе 2Cxy   теңдеуімен 

анықталады. ...,2,1,0 С  сандық мәндерін беру арқылы параболалар 

жиынтығын алуға болады. 

 

8. Дұрыс төртбұрышты пирамиданың  көлемін  биіктігі x  пен  бүйір 

қабырғасы y  арқылы өрнектеу керек. 

Жауабы:   .
3

2 22 xxyV   

9. Дұрыс алтыбұрышты қиық пирамиданың  бүйір бетінің ауданын  табан 

қабырғалары x  пен y  және биіктігі z  арқылы өрнектеу керек. 
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Жауабы:     .34
3

2 22 yxxyxS   

10. 
y

x
xyxf )y ,(  функциясы берілген. )3,

2

1
(f  және )

1
,

1
(

yx
f  мәндерін табу 

керек.  

      Жауабы:    ,
3

5
)3,

2

1
( f  

x

y

xyyx
f 

1
)

1
,

1
(  

11. 
xy

yx
xf

2
)y ,(

22 
  функциясы берілген. )4,8(f  және ),( yxyxf   мәндерін 

табу керек.  

      Жауабы:    ,
4

3
)4,8( f  .

2
),(

22 yx

xy
yxyxf


  

 

Берілген функциялардың анықталу облыстарын табу керек: 

 

12. ;222 yxaz          

Жауабы:  222 ayx  центрі ),0 ,0(O  ал радиусы а болатын шеңберімен 

шектелген Oxy  жазықтығының бөлігі.  

13.  ;arccos
2y

x
z              

 Жауабы: xy 2  және xy 2  параболаларының арасында орналасқан, 

)0 ,0(O  нүктесі тиісті емес Oxy  жазықтығының бөлігі. 

 

14. ;52 yxz               

 Жауабы:  Бүкіл Oxy  жазықтығы.   

 

15.  );ln( yxz              

 Жауабы: xy   түзуінен жоғары орналасқан Oxy  жазықтығының бөлігі. 

 16. ;2xyz                    

       Жауабы:  2xy   параболасынан жоғары орналасқан Oxy  жазықтығының 

бөлігі.   

17. ).ln(xyz                   

 Жауабы: 0xy  -1 және 3 ширектерінде орналасқан Oxy  жазықтығының 

бөлігі. 

18. ;
5

3




y
xz               

 Жауабы: 5y  түзуі тиісті емес Oxy  жазықтығының бөлігі.  

 

19.  ;42 yxyz        
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Жауабы: 2xy   параболасы және 4y  түзуімен шектелген Oxy  

жазықтығының бөлігі. 

20. ;
)1ln(

1
22 yx

z


          

Жауабы:  122  yx  шеңберімен шектелген және )0 ,0(O  нүктесі жататын Oxy  

жазықтығының бөлігі.                          

21. .39 2  xyyxz     

Жауабы: жоғарғы жағынан 92  xy  параболасы және төменнен 3 xy  

түзуімен шектелген Oxy  жазықтығының бөлігі. 

22. .
4

1

22 yx
z


     

Жауабы:  422 yx  центрі ),0 ,0(O  ал радиусы 2 болатын шеңберімен 

шектелген Oxy  жазықтығының бөлігі.  

23. .11 22 yxz    

Жауабы: 1x  және  1y  түзулерімен шектелген квадрат. 

24. ).ln( 2 yxz    

Жауабы: 2xy   параболасынан жоғары орналасқан Oxy  жазықтығының 

бөлігі. 

25. ).ln( 22 yxz    

Жауабы: )0 ,0(O  нүктесі тиісті емес Oxy  жазықтығының бөлігі. 

26. .arcsinarcsinarcsin zyxu    

Жауабы: ,1x 1y  және 1z  жазықтықтарымен шектелген куб. 

27. .2222 zyxau    

Жауабы:  2222 azyx  центрі ),0,0 ,0(O  ал радиусы а болатын сферамен 

шектелген Oxyz  кеңістігінің бөлігі.  

 

Берілген функциялардың деңгейлік сызықтарын табу керек: 

 

28. ).2sin( yxz                  

Жауабы:  деңгейлік сызығы  - xСy 2    түзуі. 

29. ).ln( 2 yxz                  

 Жауабы:  деңгейлік сызығы  - 2xСy     параболасы. 

30. ).(xyarctgz                   

 Жауабы:  деңгейлік сызығы - Сxy     гиперболасы. 

  31. .
2

22 yx

x
z


                    

       Жауабы:  деңгейлік сызығы  - xyxC 2)( 22     шеңбері. 

 

 

32. ).( 22 yxfz                  
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Жауабы:  деңгейлік сызығы - 222 Cyx     шеңбері. 

33. ).( 22 yxfz                  

Жауабы:  деңгейлік сызығы  - 222 Cyx     гиперболасы. 

 

Берілген функциялардың деңгейлік беттерін табу керек: 

 

34. .32 zyxu                 

Жауабы:  деңгейлік беті  - Czyx  32    жазықтығы. 

35. .222 zyxu               

Жауабы:  деңгейлік беті  - 2222 Czyx     сферасы. 

36. .222 zyxu               

Жауабы:  деңгейлік беті - Czyx  222 ,  0C  болса, онда ол бір қуысты 

параболоид,   0C болса, онда екі  қуысты параболоид , ал 0C болса, онда 

конус. 

 

1.2 Көп айнымалды функцияның үзіліссіздігі 

 

Функцияның шегі.  Егер кезкелген 0  саны үшін 0 саны табылып,  

 

    
22

byax   

теңсіздігі орындалғанда, 

    Ayxf ;  

 

теңсіздігі орындалса, онда )y ,(xfz   функциясының )y ,(xM  нүктесінің 

)b ,(0 aM нүктесіне ұмтылғандағы шегі деп А  санын айтады және оны былай 

жазады  
 

  .;lim Ayxf

by
ax






 

 

Үзіліссіздік  және үзіліс нүктесі.  Егер 

 
   bafyxf

by
ax

;;lim 




 

 

тең болса, онда )y ,(xfz   функциясын  )b ,(0 aM нүктесіне үзіліссіз деп атайды. 

 Егер  )y ,(xfz   функциясы D облысының кезкелген нүктесінде үзіліссіз 

болса, онда оны D облысында үзіліссіз деп атайды. 

 )y ,(xfz   функциясы үшін үзіліссіздік шарты жекеленген нүктелерде 

(оқшауланған үзіліс нүктелер),   бір немесе бірнеше  сызықтар құрайтын 

нүктелерде (үзіліс сызығы)  орындалмауы мүмкін. 
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37. 
yx

xy
z






2

2
 функциясының үзіліс нүктелерін табу керек. 

Шешуі. Егер бөлімі нөлге тең болса, онда функцияның мәні анықталмайды.  

Бұл жағдайда,  02  yx  немесе 2xy  - параболаның теңдеуі. Осыдан, берілген 

функция 2xy   параболасында  жатқан нүктелерінде үзілісті, яғни үзіліс 

сызығы  2xy   параболасы. 

  

Берілген функциялардың шектерін табу керек. 

38.   .
1

sinlim 22

0
0 xy

yx

y
x






                            Жауабы:  0. 

39. .
32

lim
22 yx

yx

y
x 






                                      Жауабы: 0 . 

Нұсқау.Полярлық координаталарға көшу керек. 

 

40. .
sin

lim

0
5 y

xy

y
x



                                         Жауабы: 5 . 

41. 
x

y
x x

y













1lim

8

                                       Жауабы: 8e . 

42.   y

y
x

xy
1

0
2

1lim 




                                       Жауабы: 2e . 

 

43. .lim

0
0 yx

yx

y
x 






                                          Жауабы:шегі жоқ. 

Нұсқау. x  пен y тің өзгеруін 2xy   түзуі бойымен қарап,  шектің мәні 

 ге байланысты әртүлі мәндерге тең болатындығын көрсету керек. 

 

44. .lim
22

22

0
0 yx

yx

y
x 






                                       Жауабы:шегі жоқ.  

Нұсқау. x  пен y тің өзгеруін 2xy   түзуі бойымен қарап,  шектің мәні 

 ге байланысты әртүлі мәндерге тең болатындығын көрсету керек. 

 

Берілген функциялардың  үзіліс нүктелерін табу керек 

 

45.  22ln yxz              Жауабы: ,0x 0y  үзіліс нүктесі. 

46. 
222

1

yxa
z


          Жауабы: үзіліс сызығы - 222 ayx  шеңбері. 

47. 
 2
2

1

yx
z


               Жауабы: xy 2 түзуінің нүктелері (үзіліс сызығы) 

48. 
 22

1

yx
z


               Жауабы: xy   және xy   түзулерінің нүктелері 

(үзіліс сызығы) 
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49. 









xy
z

1
cos                 Жауабы: үзіліс сызығы – координаталық өстері. 

 

 

1.3 Көп айнымалды функцияның туындылары мен дифференциалдары 

 

Көп айнымалды функцияның дербес, толық өсімшелері және дербес 

туындылары. )y ,(xfz   функциясымен анықталған бетті қарастырайық. Оны 

consty   жазықтығымен қияйық. Бұл жазықтықта у -тұрақты, х айнымалысына 

x  өсімшесін берейік. Сонда х айнымалысы бойынша z функциясының zx  

дербес өсімшесі  
),(),( yxfyxxfzx   

формуласымен анықталады. 

 Сол сияқты, егер )y ,(xfz   функциясы үшін х – тұрақты болып, ал у 

айнымалысы бойынша у  өсімшесін алса, онда у айнымалысы бойынша дербес 

өсімшесі 
),(),( yxfyуxfzу   

формуласымен анықталады. 

 Егер х және у айнымалылары бойынша x  және у  өсімшілерін 

қабылдаса, онда z функциясының толық өсімшесі 
),(),( yxfуyхxfz   

формуласымен анықталады. 

 ),( yxfz   функциясының х айнымалысы бойынша дербес туындысы деп 

                                                  ),(lim '

0
yxf

x

z

x

z
x

x

x












                                            

шегін айтады.  

 ),( yxfz   функциясының у айнымалысы бойынша дербес туындысы деп 

                                                 ),(lim '

0
yxf

у

z

у

z
у

у

у












     

шегін айтады.  

Дербес туындыны есептеу ережесі: ),( yxfz   функциясының х айнымалысы 

бойынша дербес туындысын есептеу үшін   z  функциясының у – тұрақты деп 

алғандағы х бойынша туындысын есептеу керек, және, керісінше, у бойынша 

дербес туындысын есептеу үшін   z  функциясының х – тұрақты деп алғандағы 

у бойынша туындысын есептейді. 

 50. 65432 22  yxyxyxz  функциясының х және у айнымалылары 

бойынша дербес өсімшілерін және толық өсімшесін табу керек. 

 Шешуі. 

          ]65)(43)(2)[(),(),( 22 yxxyyxxxxyxfyxxfzx  

 xxyxxxyxyxyx 42)()65432( 2222  

xxyxxxyxxx  )422(42)(2 2 ; 
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  6)(54)(3)(2),(),( 22 yyxyyyyxxyxfyyxfz
y

 yyyyyxyxyxyx 53)(32)65432( 2222

 xxyxyyyyyx  )3562(5)(362 2 ; 

 

 )(4)(3)()(2)[(),(),( 22 xxyyyyxxxxyxfyyxxfz

 yxxyyxxxxyxyxyxyy 222)(2)65432(]6)(5 222

.)(32)()562()422(54)(36 222 yyxxyyxxyxyxyyy    

 

51. 46532 22  yxxyyxz  функцияның дербес туындысын табу 

керек. 

 Шешуі: у-ті тұрақты деп алып,   532 



yx

x

z
 табамыз. 

Осы сияқты, х-ті тұрақты деп алып,  634 



ху

у

z
  табамыз.   

52.  
2

2 )arcsin(
y

x
xyz    функциясының дербес туындыларын табу керек. 

 Шешуі: ,
1

1

1

)(1

1
242

2

2

2

22 yyx

y

y
y

xyx

z











 

  .
2

1

22
2

)(1

1
342322 y

x

yx

xy

y

x
xy

xyx

z











    

 

53. Үш айнымалылы 
222 zyxeu   функциясының дербес туындыларын табу 

керек. 

Шешуі: ,2
222 zyxex

x

u 



 

,2
222 zyxey

y

u 




 .2
222 zyxez

z

u 



 

 

 Берілген функциялардың дербес өсімшілерін және толық өсімшесін табу 

керек: 

 

54. ;2 22 yxyxz     

Жауабы:  .)2(     ;)24( yyyxzxxyxz yx   

.2)2()4( 22 yxyyxxyxz   

55. ;223 yyxxz   

 Жауабы: .)2(  ;)(2)( 2233 yyyxzxxxxxxz yx   

.)2()(2)( 22233 yyyxxxxxxxz   

56. ;
7

4






x

y
z       Жауабы: .

7
     ;

)7)(7(

)4(











x

y
z

xxx

xy
z yx  
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.
7)7)(7(

)4(











x

y

xxx

xy
z  

57. ;
8

5






y

x
z             Жауабы: .

)8)(8(

)5(
     ;

8 









yyy

yx
z

y

x
z yx  

.
)8)(8(

)5(

8 









yyy

yx

y

x
z  

58. ;ln
2x

y
z         Жауабы: .1ln     ;1ln2 







 








 


y

y
z

x

x
z yx

   

.1ln1ln2 






 








 


y

y

x

x
z  

59. .sin xyz     Жауабы: .sin     );sin)(sin( xyzxxxyz yx    

.sin)sin)(sin( xyxxxyz   

60. 
4 yxez            Жауабы: );1(     );1( 44   yyx

y

xyx

x eezeez   

).1(4   yxyx eez  

61. 
xyez               Жауабы: );1(     );1(   yxy

y

xxy

x eezeez   

).1(   yxxy eez  

62. .2 yxz          Жауабы: ;     ;2 2 yyyzxxxz yx    

;2 2 yyyxxxz   

 

63. .)sin( 2 xyxz     Жауабы:  

,)sin())sin((

),sin()sin(,)sin())sin((

22

2222

xyxyyxxz

yxyyxzxyxyxxz yx




 

 

 Берілген функциялардың дербес туындыларын табу керек: 

 

64. .2 53 yxz                       Жауабы:  .10     ;3 42 xy
y

z
x

x

z










 

65. .47 53 xyyxz                 Жауабы:  .207     ;421 4352 xyx
y

z
yyx

x

z










 

   

66. .333 axyyxz          Жауабы:  .33     ;33 22 axy
y

z
ayx

x

z










  

67. .36775 2224 yxyyxyxxz   

Жауабы: .3145   ;6104 223 








yx

y

z
yxx

x

z
 

68. ;
7

3






x

y
z           Жауабы: .

7

1
     ;

)7(

3
2 















xy

z

x

y

x

z
   

69. ;
5


y

x
z            Жауабы: .

)5(
     ;

5

1
2













y

x

y

z

yx

z
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70. ;
yx

yx
z




              Жауабы: .

)(

2
     ;

)(

2
22 yx

x

y

z

yx

y

x

z














   

71. .22 yxz     Жауабы: .     ;
2222 yx

y

y

z

yx

x

x

z














 

72. ;sin22 yxz          Жауабы: .2sin     ;sin2 22 yx
y

z
yx

x

z










  

 73. ;
y

x
arctgz           Жауабы:  .     ;

2222 yx

x

y

z

yx

y

x

z














 

 

74. ;7458 yxyxz     

                               Жауабы: .75     ;48 64487357 yxyx
y

z
yxyx

x

z










    

 

75. .yxz                      Жауабы: .ln     ;1 xx
y

z
yx

x

z yy 







   

 

76. ;ln
3

x

y
z           Жауабы:    .

1
     ;

3

xy

z

yx

z










 

 

77.  .ln 22 yxxz      

Жауабы:    .
)(

     ;
1

222222 yxyxx

y

y

z

yxx

z














 

 

78. );sin( 22 yxz    

Жауабы: ).cos(2     );cos(2 2222 yxy
y

z
yxx

x

z










   

79. ;cos 









y

x
z           Жауабы: .sin     ;

1
2 



























y

x

y

x

y

z

y

x

yx

z
 

80. 432  yxez                 Жауабы: .3     ;2 432432  







 yxyx e
y

z
e

x

z
 

81. ;42222  yxyxz   

Жауабы:  .
422

1
     ;

422

1

2222 

















yxyx

y

y

z

yxyx

x

x

z
  

82. ;xyez                  Жауабы: .     ; хуху хе
y

z
уе

x

z










 

83. ;xyyxz     Жауабы: .
2

     ;
2

х
у

x

y

z

х

у
у

x

z










   

 84. ;
2

2

y

x

y

x
z       Жауабы: .

2
     ;

12
222

2

у

х

у

х

y

z

уу

х

x

z










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85. ;/ yxexz       Жауабы: .     ;
1

2

1
2

3
у

х

у

х

е
у

х

y

z
е

ухx

z


















  

 86. )(
y

x
tgz 

                    
Жауабы: ,

cos

1

2











y

x
y

z x .

cos 22











y

x
y

x
z y

 

 
87.

 
)3arcsin( yxz         Жауабы: ,

)3(1

1

2yx
z x


 .

)3(1

3

2yx
z y


  

88. )2arccos( yxz          Жауабы: ,
)2(1

2

2yx
z x


   .

)2(1

1

2yx
z y


  

89. yx
ez


                    Жауабы: .

2 yx

e
zz

yx

yx





 

90. xyz sin                 Жауабы: ;cos
2

xy
x

y
z x     xy

y

x
z y cos

2
  

91. )( 2xytgz                 Жауабы:  
,

cos 22

2

xy

y
z x   

.
cos

2
22 xy

xy
z y   

92. xyxz  )sin( 2

     Жауабы:   )cos(,1)cos(2 22 yx
y

z
yxx

x

z










 

93. )2arccos( 22 yxz     Жауабы: ,
)2(1

4

2yx

x
z x


   ,

)2(1

2

2yx

y
z y


  

94.
 

)23arcsin( 22 yxyxz       

  Жауабы: ,
)23(1

32

222 yxyx

yx
z x




 .

)3(1

34

222 yxyx

xy
z y




  

95. ;
2

ln 









z

y
xu        

Жауабы: .
)2(

     ;
2

1
     ;

2

2

yxzz

y

z

u

yxzy

u

yxz

z

x

u





















 

96. ;yzxu     

Жауабы:     .ln     ;ln     ;1 xxy
z

u
xxz

y

u
xyz

x

u yzyzyz 












     

97. ;
x

z

z

y

y

x
u      

Жауабы:    .
1

     ;
1

     ;
1

222 xz

y

z

u

zy

x

y

u

x

z

yx

u















 

98. ;z

xy

eu     

Жауабы: .     ;     ;
2

z

xy

z

xy

z

xy

e
z

xy

z

u
e

z

x

y

u
e

z

y

x

u















    

99 .222 zyxu    



 15 

Жауабы: .     ;     ;
222222222 zyx

z

z

u

zyx

y

y

u

zyx

x

x

u





















 

100. Егер 
y

x
xyz   болса, онда )1;2(xz  және  )1;2(yz табу керек.  

Жауабы: ,
2

1
)1;2( 

xz   .0)1;2( 
yz  

  101. Егер )ln();;( zxyzyxf   болса, онда ),0;2;1(xf   ),0;2;1(yf  )0;2;1(zf    табу           

керек.                          Жауабы: ,1)0;2;1( 
xf  ,

2

1
)0;2;1( 

yf .
2

1
)0;2;1( 

zf .   

102. 22ln yx
x

y
u  функциясының  )(3 33 yx

y

u
y

x

u
x 









  теңдеуін 

қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

103. 
yx

xy
u


 функциясының  u

y

u
y

x

u
x 2









  теңдеуін  

қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

104.      )ln( 22 yxu     функциясының  0









y

u
x

x

u
y   теңдеуін  

қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

105. 
       

.222 zyxu 
   

функциясының  1

222








































z

u

y

u

x

u
  теңдеуін  

қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

 

Эйлер теоремасы. Егер кезкелген  саны үшін  

   yxfyxf n ;;    

орындалса, онда   yxf ;  функциясын n -өлшемді біртекті функция деп айтады. 

 Егер бүтін рационал функцияның әрбір мүшесі бірдей өлшемді болса, онда 

ол біртекті болады. 

 Дифференциалданатын  yxf ;  функциясы n -өлшемді біртекті функция 

болса, онда  
     yxnfyxfyyxfx yx ;;;   

теңдігі орындалады (Эйлер теоремасы). 

 Берілген біртекті функциялар үшін Эйлер теоремасы тексеру керек. 

 106. 
    

  .432; 3223 yxyyxxyxf 

    
  107.   .;

22 yx

yx
yxf




  

  
108.   .

32
;

22

yx

yx
yxf




                            

  
109. 

    
  .sin;

x

y
yxf 
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1.4 Көп айнымалды функцияның толық дифференциалы 

),( yxfz   функциясының толық өсімшесі z -ті дербес 
y

z

x

z








 ,  туындылары 

арқылы  

yxy
y

z
x

x

z
z 









 21   

түрінде жазуға болады, мұндағы алдыңғы екі қосынды өсімшенің негізгі бөлігі, 

ал кейінгі екі қосынды қосалқы бөлігі деп аталады. х  және у  шамаларымен 

салыстырғанда қосалқы бөлігі жоғары ретті шексіз аз шама болғандықтан 

0)()( 22  yxr  ұмтылғанда 021  yx  . 

 Толық өсімшенің негізгі бөлігі функцияның толық дифференциалы деп 

аталып, 

                                                        dy
у

z
dx

x

z
dz









                                            

деп белгіленеді. Мұндағы ydyxdx   , . 

 Егер ),...,,,( tzyxfu   көп айнымалылы функциясы берілсе, онда оның толық 

дифференциалы 

                                           dt
t

u
dz

z

u
dy

y

u
dx

x

u
du



















 ...                                 

 

формуласымен анықталады. 
22 )()( yxr  -ң аз мәнінде дифференцианалданатын ),( yxfz   

функциясы үшін төмендегі жуықтап есептеу формуласы қолданылады.  

dzz  , осыдан,   .),(),( dzyxfyyxxf                           

 

 110. yxyxz sin22   функциясының толық дифференциалын табу 

керек.  

 Шешуі. Дербес туындыларын табайық:  .cos2   ,2 2 yxy
y

z
yx

x

z










  

 Осыдан  .)cos2()2( 2 dyyxydxyxdy
y

u
dx

x

u
du 









   

 

111. )ln( 222 zyxu   функциясының толық дифференциалын табу керек. 

 Шешуі. .
2

  ;
2

  ;
2

222222222 zyx

z

z

u

zyx

y

y

u

zyx

x

x

u





















 

 Осыдан  .
222
222 zyx

zdzydyxdx
dz

z

u
dy

y

u
dx

x

u
du



















   

  

112. 
22 98,203,4   санының жуық мәнін табу керек. 

 Шешуі. 22 yxz   функциясын қарастырайық.  

 03,4 xx  , осыдан ;03,0  ,4  xx  
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 98,2 yy ,  осыдан ;02,0  ,3  yy  

 ,
5

3
    ,

5

4
    ,534

2222

22 
















yx

y

y

z

yx

x

x

z
z  

 .012,5)02,0(
5

3
03,0

5

4
598,203,4 22 









 y

y

z
x

x

z
z   

 

 Берілген функциялардың толық дифференциалдарын табу керек: 

 

113. ;65 22 yxyxz       Жауабы: .)125()52( dyyxdxyxdz     

114. .333 axyyxz              Жауабы:  .)(3)(3 22 dyaxydxayxdz   

115. ;
yx

yx
z




              Жауабы: .

)(

)(2
2yx

xdyydx
dz




  

116. ;
5

4






x

y
z               Жауабы: .

5

1

)5(

4
2

dy
x

dx
x

y
dz







  

117. );ln(xyz               Жауабы: .
y

dy

x

dx
dz     

118. ;47 53 xyyxz              Жауабы: .)207()421( 4352 dyxyxdxyyxdz   

119. ;
2

1






y

x
z                   Жауабы: .

)2(

1

2 2
dy

y

x

y

dx
dz







     

120. ;
22 yxez                     Жауабы: .)22(

22 yxeydyxdxdz   

121.
 

)23arcsin( 22 yxyxz        Жауабы: .
)23(1

)34()32(

222 yxyx

dyxydxyx
dz




  

122. ;arcsin
y

x
z                              Жауабы: .

|| 22 xyy

xdyydx
dz




     

123. 
x

y
arctg

y

x
arctgz                 Жауабы: .0dz  

 124. Егер ,);(
2y

x
yxfz    )1;1(df  табу керек.   

      Жауабы: .2)1;1( dydxdf         

125. ;243 22 yxyxz         Жауабы: .
2432

)18()26(

22 yxyx

dyydxx
dz




  

126. ;
x

z

z

y

y

x
u     

Жауабы: .
111

222
dz

xz

y
dy

zy

x
dx

x

z

y
du 


























     

127. ;sin
x

y
zu     

Жауабы: .sin
2

1
coscos

2
dz

x

y

z
dy

x

y

x

z
dx

х

у

x

zy
du   
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128. .222  zyxu            Жауабы: .
222 zyx

zdzydyxdx
du




  

129. .
2


z

xy
аrctgu                     Жауабы: ).

2
(

422

2

dz
z

xy
xdyydx

zyx

z
du 


  

 

130. Егер ,);;(
22 yx

z
zyxfu


   )5;4;3(df  табу керек.  

Жауабы: ).435(
25

1
)1;1( dydxdzdf   

 

131. 
01,3)02,1(  санын жуықтап есептеу керек.         Жауабы: 1,06.  

132. 
23 98,303,2   санын жуықтап есептеу керек.  Жауабы: 132,51.    

133. )55,1cos(2 015,0 e  санын есептеу керек;  Жауабы: 0,05.  

Ескерту 57,1
2



 деп алу керек.  

134. 
95,0

02,1
arctg  санын есептеу керек.  Жауабы: 0,82.  

135. 00 59cos32sin  санын есептеу керек.  Жауабы: 0,273. 

Ескерту 866.060cos 0   деп алу керек.  

 

136. Тік төртбұрыштың бір қабырғасы ,10cмa  ал екіншісі .10cмb  Егер 

a қабырғасын мм4  ұзартып, ал b  қабырғасын мм1 қысқартсақ, тік 

төртбұрыштың  L диагоналы қалай өзгереді. Жуық мәнін есептеп, оны дәл 

мәнімен салыстыру керек. Жауабы: ,062.0 cмdL  .065,0 смL   

137. Конустың биіктігі ,30cмH   ал табан радиусы cмR 10  тең. Егер 

H биіктігін мм3  ұзартып, ал R  радиусы н мм1 қысқартсақ, конустың көлемі   

қалай өзгереді. Жауабы: .4.31 3cмdVV   

138. Маятниктың тербеліс  периоды 
g

l
Т 2 формуласымен есептеледі, 

мұндағы l - маятниктің ұзындығы, g - еркін түсу үдеуі. l  және g есептеу кезінде 

l g  қателіктер кетуіне байланысы Т  периодының қателігін есептеу 

керек. Жауабы: 
glg

lg 



 

 

 

1.5 Күрделі функцияны дифференциалдау 

 

Дифференциалданатын ),( vuFz   функциясы берілсін, мұнда 

),( ),,( yxvvyxuu  .  Z функциясының дербес туындылары 

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z












































     ;  
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формулаларымен есептеледі. 

Дифференциалданатын ),( yxfz   функциясы берілсін, мұнда 

)( ),( tyytxx  . Бұл күрделі ))( ),(( tytxfz   функциясының t бойынша туындысы  

dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz









  

формуласымен есептеледі.  

 Дифференциалданатын ),( yxfz   функциясы берілсін, мұнда )(xyy  . Бұл 

))(,( xyxfz   функциясының  х бойынша туындысы 

dx

dy

y

z

x

z

dx

dz









  

формуласымен есептеледі. 

 

139. )cos( 2 vuz   функциясының, мұндағы 22 , yxveu xy  . Дербес 

туындыларын табу керек. 

Шешуі. 




















 '2'2

2

1
)sin(2)sin( xx v

v
vuuuvu

x

vz

x

u

u

z

x

z


 

),sin(2 2 vu
v

x
uye xy 








  






















 '2'2

2

1
)sin(2)sin( yy v

v
vuuuvu

y

vz

y

u

u

z

y

z


        

).sin(2 2 vu
v

y
uxe xy 








  

 

140.  yxz  2
 функциясы берілген, мұндағы      

dt

dz
ttytgtx      .53   , 2   туындысын табу керек. 

 Шешуі. .
532

32

cos

sin2

2

32

cos

1
2

232



























tt

t

t

t

y

t

t
x

t

y

y

z

t

x

x

z

dt

dz  

 

141. )sin( 23 xyxz   функциясы берілген, мұндағы 12  xy .   

dx

dz
 туындысын табу керек. 

 Шешуі. 
1

  ),cos(2  ),cos(3
2

2222













x

x

dx

dy
xyxy

y

z
xyyx

x

z  

Осыдан   
1

)cos(2
)cos(3

2

22
222














x

xyyx
xyyx

dx

dy

y

z

x

z

dx

dz
.   

 

Берілген функциялардың 
y

z

x

z








  ,  дербес туындыларын табу керек: 

142. vuez 2  функциясы берілген, мұндағы . ,sin 23 yxvxu    
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     Жауабы:   .4     );6(cos 222 vuvu ye
y

z
xxe

x

z  








 

143. 22 vuz   функциясы берілген, мұндағы .cos    ,sin xyvyxu    

     Жауабы:   .
coscos

     ;
sinsin

2222 vu

xvyux

y

z

vu

xvyyu

x

z


















 

144. )ln( 2 vuz   функциясы берілген, мұндағы .   ,arcsin yxevxyu    

     Жауабы:   .
arcsin2

     ;
1/2

22

2

vu

xexu

y

z

vu

exuy

x

z yy


















 

145. )sin(uvz   функциясы берілген, мұндағы .   ,32 2xyvyxu     

     Жауабы:  ).cos()23(     );cos()2( 2 uvuxyv
y

z
uvuyv

x

z










 

146. )(
v

u
arctgz   функциясы берілген, мұндағы .cos   ,sin yxvyxu     

     Жауабы:  .1     ;0 









y

z

x

z
 

 

Берілген функциялардың 
dt

dz
 туындыларын табу керек: 

 

147. yxez 54   функциясы берілген, мұндағы . ,sin 3tytx    

           Жауабы: .)15cos4( 542 yxett
dt

dz   

148. yxz   функциясы берілген, мұндағы .1 , 2  tyarctgtx   

           Жауабы: .ln2
1 2

1

xtx
t

yx

dt

dz y
y







 

149. 
y

x
z arccos  функциясы берілген, мұндағы .1 ,1 32  tytx   

           Жауабы:  .
||

23

22

2

xyy

ytxt

dt

dz




  

150. 52  yxz  функциясы берілген, мұндағы . ,ln 2tytx    

           Жауабы:  .
52

2






yxt

tx

dt

dz
 

151. )( 22 yxtgz   функциясы берілген, мұндағы .sin xy    

           Жауабы: .
)(cos

cos22
222 yx

xyx

dx

dz




  

152. )arcsin( 22 yxz   функциясы берілген, мұндағы .522  xxy   

           Жауабы: .
)(1

442

222 yx

yxyx

dx

dz




  

153. 
yx

ez



2

 функциясы берілген, мұндағы .ln xy    
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           Жауабы: .
2

1
2

2


















yx
xe

dx

dz yx  

154. 33 yxz   функциясы берілген, мұндағы .xey    

           Жауабы: .
2

33

33

22

yx

eyx

dx

dz x




  

 

 

1.6 Айқын емес функциялардың туындысы. 

 

0) ,( yxF  теңдеуі түрінде берілген айқын емес )(xyy   функциясының 

туындысы 

),(

),(
'

'

'

уxF

уxF
y

y

x  

формуласымен анықталады, мұндағы ) ,( yxF  функциясы х және у 

айнымалылары бойынша дифференциалданатын, әрі 0




y

F
 функция. 

0) , ,( zyxF  теңдеуі түрінде берілген айқын емес ) ,( yxzz   функциясының х 

және  у айнымалылары бойынша дербес туындылары 

 

) , ,(

) , ,(

) , ,(

) , ,(
'

'

'

'

zyxF

zyxF

zyxF

zyxF

x

z

z

y

z

x 



 

 

формулаларымен анықталады, мұндағы ) , ,( zyxF  функциясы х, у және z 

айнымалылары бойынша дифференциалданатын, әрі 0




z

F
 функция. 

 

 155. 065432 22  yxyxyx  функциясы берілген.  

dx

dy
 туындысын табу керек. 

 Шешуі.     ,65432) ,( 22  yxyxyxyxF  

,562  ,422 








yx

y

F
yx

x

F
 

 Осыдан  

.
562

422






yx

yx

dx

dy
      

 156. 03333  xyzzyx  функциясы берілген. 
y

z

x

z








 ,  туындыларын табу 

керек. 

 Шешуі.     ,3) , ,( 333 xyzzyxzyxF   

.33  ,33  ,33 222 xyz
z

F
xzy

y

F
yzx

x

F















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 Осыдан   

.
33

33
  ,

33

33
2

2

2

2

2

2

2

2

zxy

xzy

xyz

xzy

y

z

zxy

yzx

xyz

yzx

x

z




























   

 

Айқындалмаған )(xyy   функцияларының туындыларын табу керек: 

 

157. ;0cossin  xyyx      Жауабы: .
coscos

sinsin

xyx

yxy

dx

dy




  

158. ;1
2

2

2

2


b

y

a

x
      Жауабы: .

2

2

ya

xb

dx

dy
  

159. ;12 233  xyyx                      Жауабы:  .
34

23
2

22

yxy

yx

dx

dy




    

160. ;22 pxy                                       Жауабы:  .
y

p

dx

dy
  

161. ;0)sin(22  xyyx                  Жауабы: .
)cos(2

)cos(2

xyxy

xyyx

dx

dy




  

162. .0 xye
x

y
              Жауабы: .

3

2

xy

xy

exx

yexy

dx

dy




  

 

 Айқындалмаған ) ,( yxzz   функцияларының х және у айнымалылары 

бойынша дербес туындыларын табу керек: 

 

163. ;03222  zxyzyx   Жауабы:  .
12

32
     ;

12

32



















z

xy

y

z

z

yx

x

z
  

164. ;0532 222  yzxzyx   Жауабы: .
65

54
     ;

65

12

zy

zy

y

z

zy

x

x

z


















  

 

165. ;0sin  yxxyz    

Жауабы: .
)sin(

2)cos(2
     ;

)sin(

2)cos(2

xy

zxyxz

y

z

xy

zxyzy

x

z 










  

 

166. ;0)ln(  zyxxyz  

Жауабы: .
1)(

1)(
     ;

1)(

1)(



















zyxxy

zyxxz

y

z

zyxxy

zyxyz

x

z
 

 

167.  ;0sinsinsin  xzzyyx   

      Жауабы:  .
cossin

sincos
     ;

cossin

cossin

zyx

zyx

y

z

zyx

xzy

x

z


















  

 

168. .0 yxxyzez
       Жауабы: .

1
     ;

1

xye

xz

y

z

xye

yz

x

z
zz 
















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1.7 Бағыт бойынша туынды. Функция градиенті. 

) ,( yxfz   функциясының ) ,( ухМ  нүктесінде 


 1ММа   векторының бағыты 

бойынша туындысы деп 

S

z

MM

MfMf

a

z

S
MM 














  0
1

1

0

lim
||

)()(
lim

1

 

шегін айтады, мұндағы .22 yxS    

Егер ) ,( yxf  функциясы дифференциалданатын болса, онда бағыт бойынша 

туынды  

 sincos
y

z

x

z

a

z
















 

формуласымен есептелінеді, мұндағы   


 a  векторы мен Ox  осінің арасындағы 

бұрыш. 

Үш айнымалылы ) , ,( zyxfu   функциясының бағыт бойынша туындысы  

 coscoscos
z

u

y

u

x

u

a

u





















 

формуласымен есептелінеді, мұндағы 


a         cos ,cos ,cos   векторының 

бағыттаушы косинустары. 

) ,( yxfz   функциясының ) ,( ухМ  нүктесіндегі градиенті деп  

 










 j

y

z
t

x

z
gradz     

векторын айтады. 

Функция градиенті мен 


a  векторы бойынша туындысының арасындағы 

байланыс 

gradzn

a

z

a







   

 формуласымен анықталады. 

Үш айнымалылы ) , ,( zyxfu   функциясының гардиенті 















 k

z

u
j

y

u
i

x

u
gradz   

векторына тең. 

 

169. 
22 yxz   функциясының )2 ;1(M  нүктесіндегі: а) , zgrad  б) 



 jia 86  векторының бағыты бойынша 






a

z
 туындысын табу керек. 

Шешуі.  2            2 

















Mx

z
x

x

z
,        4          2 


















M
y

z
y

y

z
 

,1086|| 22 


a  6,0

||

cos 


a

ax  8,0

||

sin 


a

a y
  
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Осыдан    ,42


 jigradz  .28,046,02 






a

z
    

170. zyxu 23  функциясының )3 ,2 ,1( M  нүктесінде а) ,gradu  б) 


MN  

векторының бағыты бойынша туындысын табу керек, мұндағы )2 ,0 ,1(N . 

 Шешуі. 


 MNa  векторы мен бағыттаушы косинустарын табайық. 

,3144||     },1 ;2 ;2{ 


aa  

 

,
3

1

||

cos   ;
3

2

||

cos   ,
3

2

||

cos 


a

a

a

a

a

a zyx   

;    ;2    ;3 23322 yx
z

u
yzx

y

u
zyx

x

u















 

;4     ;12     ;36 






































MMM z

u

y

u

x

u
 

осыдан     

              }4 ;12 ;36{ gradu      .
3

2
30

3

1
4

3

2
12

3

2
36 















a

u
    

 Берілген функциялардың   yxМ ,  нүктесіндегі  а) градиентін, б) 


а  

векторының бағыты бойынша туындысын табу керек: 

 

171. xyyxz 333   };4 ,3{     ),1 ,2( 


aM    

                                                              Жауабы: .3    },3 ,9{ 








a

z
zgrad   

172. 
22 yxz    };5 ,12{   , )3 ,5( 



aM    

                                                           Жауабы: .
52

45
    },

4

3
 ,

4

5
{ 








a

z
zgrad   

173. )ln( 22 yxz     };2 ,1{    , )4 ,3( 


aM     

                                                      Жауабы: .
125

522
      , }

25

8
 ,

25

6
{ 








a

z
zgrad  

 174. 
x

y
z

2

  };6 ,8{    , )2 ,1( 


aM     

                                                        Жауабы: .6,5     },4 ,4{ 








a

z
zgrad   

175. xyzu   };1 ,1 ,1{     ),3 ,2 ,1( 


aM  

                                                      Жауабы: .
3

35
    , },2 2 ,6{ 








a

z
ugrad   

176. 
222 zyxu   }.6 ,2 ,3{    ),1 ,1 ,1( 



aM  
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                                                      Жауабы: .
7

1
3    },2 ,2 ,2{ 








a

z
ugrad  

 

1.8 Көп айнымалды функциялардың жоғары ретті дербес туындылары 

мен дифференциалдары. 

 

),( yxfz   функциясының екінші ретті дербес туындысы деп осы 

функцияның дербес туындысының дербес туындысын айтады және оны былай 

белгілейді: 

).,(      ),,(

),,(    ),,(

''

2

2

''

2

''

2

''

2

2

yxf
y

z

y

z

y
yxf

xy

z

y

z

x

yxf
yx

z

x

z

y
yxf

x

z

x

z

x

yyyx

xyxx

























































































 

 

Осылай үшінші және жоғары ретті дербес туындылары табылады: 

 

).,(

),,(

'''

2

3

2

2

'''

3

3

2

2

yxf
yx

z

x

z

y

yxf
x

z

x

z

x

xxy

xxx













































 

және т.с.с. 

),( yxfz   функциясы және оның ),(  ),,(  ),,(  ),,( '''''' yxfyxfyxfyxf yxxyyx  дербес 

туындылары D обылысында анықталған және үзіліссіз болса, онда осы облыста 

"аралас" туындылары тең болады: 

 

).,(),( '''' yxfyxf yxxy   

 

),( yxfz  функциясының екінші ретті дифференциалы деп осы 

функцияның дифференциалының дифференциалын айтады: 

 

).(2 dzdzd   

 

Осы сияқты үшінші және жоғары ретті дифференциалдары анықталады: 

 

).(),...,( 123 zddzdzddzd nn   

 

Егер х және у бір-бірінен тәуелсіз айнымалылар, ал ),( yxf  функциясының 

үзіліссіз дербес туындылары бар болса, онда жоғары ретті дифференциалдар 
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zdy
y

dx
x

zd

dy
y

z
dxdy

yx

z
dydx

yx

z
dx

dx

z
zd

dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

dx

z
zd

n

n



















































...........................................................................................

,33

,2

3

3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3

2

2

22
2

2

2
2

  

 

формулаларымен анықталады. 

  

177.  22323 3645 yxyxyyxxz   функциясының екінші ретті 

дербес туындыларын және екінші ретті дифференциалын табу керек. 

 Шешуі. Алдымен дербес туындыларын табайық: 

   
.66125

,62103

22

2

yxyx
y

z

yxxyx
x

z











 

 Енді 

   

.)624()610(2)2106(

2

,610

,624

,2106

22

2

2

22

2

2
2

2

2

2

2

2

dyydxdyxdxyx

dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zd

x
x

z

yyx

z

y
y

z

yy

z

yx
x

z

xx

z





















































































 

 

 Берілген функциялардың екінші ретті дербес туындыларын табу керек: 

 

178. ;564 323 yxyxz   Жауабы: .30   ;12   ;24 """ yzyzxz yyxyxx     

 

179. ;45 4224 yyxxz    

Жауабы: .4810   ;20   ;1012 22""22" yxzxyzyxz yyxyxx    

 

180. ;8574 yxyxz    

Жауабы:            ;2012 8372" yxyxzxx 

 .5642   ;4028   6554"7463" yxyxzyxyxz yyxy     
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181. ;
1

2






x

y
z               Жауабы: .0   ;

)1(

1
   ;

)1(

)2(2 "

2

"

3

" 






 yyxyxx z

x
z

x

y
z  

 

182. );sin( 22 yxz    Жауабы:  ).sin(4)cos(2 22222" yxyyxzyy                          

   );sin(4   );sin(4)cos(2 22"22222" yxxyzyxxyxz xyxx   

183. ;
2

2

y

x

y

x
z         Жауабы: .

26
   ;

14
   ;

2
34

2
"

23

"

2

"

y

x

y

x
z

yy
z

y
z yyxyxx   

 

184. ;
x

y

y

x
z    Жауабы: .

2
   ;

11
   ;

2
3

"

22

"

3

"

y

x
z

xy
z

x

y
z yyxyxx      

185. ;xyez          Жауабы: .   ;)1(   ; 2""2" xy

yy

xy

xy

xy

xx exzexyzeyz   

 

186. );52ln( yxz     

                     Жауабы: .
)52(

25
   ;

)52(

10
   ;

)52(

4
2

"

2

"

2

"

yx
z

yx
z

yx
z yyxyxx








   

 

187. .ln
y

x
z          Жауабы: .

1
   ;0   ;

1
2

""

2

"

y
zz

x
z yyxyxx   

 

 Берілген функциялардың екінші ретті дифференциалдарын табу керек: 

 

188. ;725 2323 xyyyxxz    

    Жауабы: .)1412()1410(2)106( 222 dyxydxdyyxdxyxzd   

  

189. ;74 yxz                Жауабы: .425612 254632722 dyyxdxdyyxdxyxzd   

   

190. );43cos( yxz   Жауабы: ).43cos()16249( 222 yxdydxdydxzd     

191. ;22 yxz                       Жауабы: .
)(

2

322

2222
2

yx

dyxxydxdydxy
zd




  

192. )ln( 22 yxz   функциясының 0
2

2

2

2











y

z

x

z
 теңдеуін 

қанағаттандыратындығын дәлелдеу керек. 

 

193. Екі рет дифференциалданатын кез келген )()( ахуaxyz    

функциясының 
2

2

2

2

2

x

z

y

z
a









 теңдеуін қанағаттандыратындығын дәлелдеу 

керек; 
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194. t

x

e
t

u 4

2

1

2

1 




  функциясының 
2

2

x

u

t

u









  теңдеуін 

қанағаттандыратындығын дәлелдеу керек; 

195. 
222

1

zyx
u


  функциясының 0

2

2

2

2

2

2
















z

u

y

u

x

u
 теңдеуін 

қанағаттандыратындығын дәлелдеу керек. 

 

 

1.9 Толық дифференциалды интегралдау 

 

dyyxQdxyxP ),(),(   өрнегі, мұндағы D обласында    ),( yxP   және ),( yxQ   

функциялары өздерінің  дербес туындыларымен  үзілісіз функциялар,    қандай 

да бір ),( yxu  функциясының толық дифференциалы болуы үшін,   

x

Q

y

P









 

шартының орындалуы қажетті және жеткілікті, яғни  
dyyxQdxyxPyxud ),(),(),(  . 

 

      Бұл жағдайда  ),( yxu   функциясы 

    ,,,),(

0 0

0  

x

x

y

y

CydyxQxdухPyxu  

формуласымен табылады, мұндағы ),( 00 yx  - D обласындағы кезкелген нүкте, ал  

С - кезкелген тұрақты.           

 

       196.  dyyхxdxуyx )32()323( 232    өрнегі қандай да бір  функциясының 

толық дифференциалы екендігін дәлелдеп, осы функцияны табу керек.  

       Шешуі.        .32),(,323),( 232 yхxyxQуyxyxP   

 

.23,23 22 








x

х

Q
х

у

P

 
 

x

Q

y

P









  шарты орындалады, осыдан берілген өрнек қандай да бір  ),( yxu  

функциясының толық дифференциалы болғандықтан   

       

х

х

y

y

Cydyхxxdуyxyxu

0 0

2

0

3

0

2 32323,  . 

0,0 00  ух   деп алсақ, онда    

     

х y

Cydyxdуyxyxu
0 0

22 3323,  

немесе   
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   Сyхухyxyxu  33 )32(,  
 

 dzzuxRdyzyxQdxzyxP ,,),,(),,(   өрнегі,мұндағы D обласында ),,,( zyxP  

),,( zyxQ   және ),,( zyxR функциялары  өздерінің дербес туындыларымен үзіліссіз 

функциялар,   қандай да бір ),,( zyxu  функциясының толық дифференциалы 

болуы үшін,   

 

y

P

x

Q









   

z

Q

y

R









  

x

R

z

P










 
 

шартының орындалуы қажетті және жеткілікті, яғни  

 
 zyxRdyzyxQdxzyxPyxud ,,),,(),,(),(  . 

 

Бұл жағдайда  ),( yxu   функциясы 

      ,,,,,,,),,(

0 0 0

000   

x

x

y

y

z

z

CdzzyxRydzyxQxdzухPzyxu  

формуласымен табылады, мұндағы ),,( 000 zyx  - D обласындағы кезкелген нүкте, 

ал  С - кезкелген тұрақты.   

         

       197.  dzyzdyхzdxyx 12)3()133( 22    өрнегі қандай да бір  

функциясының толық дифференциалы екендігін дәлелдеп, осы функцияны  

табу керек. 

Шешуі.          .12,,,3),,(,133),,( 22  yzzyxRхzzyxQyxzyxP  

,3









y

P

x

Q
   ,2z

z

Q

y

R










  0










x

R

z

P
 

шарттары орындалады, берілген өрнек қандай да бір  ),,( zyxu  функциясының 

толық дифференциалы болғандықтан   

          

х

х

y

y

z

z

Cdzzyydхzxdyxzyxu

0 0 0

123133,, 00

22  

0,0,0 000  zух   деп алсақ, онда    

      

х y z

Cdzydzxdyxzyxu
0 0 0

22 133,,  

немесе   

   .3, 23 Сzуzxxyxyxu   
 

Берілген  өрнектердің қандай да бір  функциясының толық дифференциалы 

екендігін дәлелдеп, осы функцияны табу керек: 

 

   198. dyхdxу                                            Жауабы:   Сxyyxu ,               

   199. dyхdxуx )32()23( 2                     Жауабы:   Cyxуxyxu  32, 3               
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   200. dyухdxуx )4()4( 22                    Жауабы:    Cyxуxyxu  33

3

1
4

3

1
,               

   201. dyууххdxухуx )124()43( 32322    

                                                                    Жауабы:    Cyуxyxyxu  4223 34,               

   202. dy
x

y
dx

x

y 2
4

2

2









                             Жауабы:    C

x

y
xyxu 

2

4,               

   203. dyeхdxex yy )1(3 32                        Жауабы:    Cyexyxu y  3,               

   204. dy
yx

y
dx

yx

x

2222 



                  Жауабы:    Cyxyxu  22,               

   205.    zyxdyzyxdxzyx 2)2(2              

                                               Жауабы:    .,, 222 Cyzxzxyzyxzyxu                

   206.    23)24(323 22  yxdyzyxydxzyx             

                                              Жауабы:    .232,, 223 Czyzyxzxyxzyxu                

  207. 


















222

1
)

1
(

1

z

y

x
dy

y

x

z
dx

x

z

y
            

                                              Жауабы:    .,, C
x

z

z

y

y

x
zyxu                

 

1.10 Бетке жүргізілген жанама жазықтық және нормаль түзу 

 

 Қарастырылатын   беті ) ,( yxfz   теңдеуімен берілсін. Беттің бойынан 
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ал нормалінің теңдеуі 
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208. 221 yxz   функциясының )3;2;1(
0

M  нүктесіндегі жанама 

жазықтығының және нормалінің теңдеуін жазу керек. 
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209. 05432 222  zyxzyx  функциясының )1 ;1 ;2(
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 Осыдан жанама жазықтығының теңдеуі: 
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жазықтықтарының және нормаль түзулерінің теңдеулерін жазу керек: 
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1.11 Көп айнымалды функция үшін Тейлор формуласы 

 

 ba,  нүктесінің аймағында жатқан нүктелерде  yxf ,  функциясының 

 1n -ші ретке дейін үзіліссіз дербес туындылары бар болсын. Онда осы 

қарастырылып отырған аймақта Тейлор формуласы орындалады: 
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Тейлор формуласы дербес жағдайда, яғни  0 bа  болғанда Маклорен 

формуласы деп аталады. 

 Осы сияқты формулалар үш және одан да көп айнымалылар үшін де орын 

алады. 

 

      228.   ухухyxf 32, 33 

 

функциясын  (1;2)  нүктесінің аймағында Тейлор  

формуласына жіктеу керек.  

Шешуі. 
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    229.    8524, 223  ухуxyxхyxf

 

функциясын  (1;-1)  нүктесінің 

аймағында Тейлор  формуласына жіктеу керек.  
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функциясын  (2;1)  нүктесінің аймағында Тейлор  

формуласына жіктеу керек.  
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функциясын  (1;1;1)  

нүктесінің аймағында Тейлор  формуласына жіктеу керек.  
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функциясын  төртінші ретке дейін (1;-1)  нүктесінің 

аймағында Тейлор  формуласына жіктеу керек.  
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функциясын  бесінші ретке дейін Маклорен  
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функциясын  төртінші ретке дейін Маклорен 

формуласына жіктеу керек.  
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1.12 Екі айнымалды функцияның экстремумы 
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жүйесін шешу арқылы анықталады. Бұл шарт ) ,( yxfz   функциясының 

экстремумының қажетті шарты делінеді. Стационарлық нүктелердің 

барлығы бірдей экстремум нүктелері бола бермейді. Сондықтан олардың 

әрқайсысы экстремум мәндерін қабылдауының жеткілікті шартын 
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деп белгілейік. Егер стационарлық ) ,( 000 yxM  нүктесінде: 

 а) 0  және 0A  болса, онда М0   - минимум нүктесі,  

0  және 0A  болса, онда М0  - максимум нүктесі; 

 б) 0  болса, онда М0 нүктесінде экстремум болмайды; 

 в) 0  болса, онда М0 нүктесінде экстремум болуы да, болмауы да 

мүмкін. 

  

235. yxyxyxz 7532 22   функциясын экстремумге зерттеу керек.  

Шешуі. Бірінші ретті дербес туындылары 
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Екінші ретті дербес туындысын табайық: .6  ,3  ,6
2

22

2

2

y
y

z
a

yx

z
x

x

z















 

) ,(1 aaM  нүктесінде   

.0  ,027936     ,6  ,3  ,6 2222  AaaaBACaCaBaA  

Яғни ) ,(1 aaM  нүктесінде берілген функция минимум мәнін қабылдайды 

және ол 3

min az   тең болады. )0 ,0(2M  нүктесінде  

.09  ,0  ,3  ,0 22  aBACCaBA  

Яғни )0 ,0(2M  нүктесінде экстремум жоқ.    

 

Берілген функцияларды экстремумге зерттеу керек: 

 

237. ;122  yxyxyxz    Жауабы: .0)1 ;1(
min

 zz   

238. ;24 22 yxyxz        Жауабы: .5)1- ;2(
min

 zz  
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239. ;12322  yxyxyxz    Жауабы: .
3

4

3

1
 ;

3

4
min









 zz

 240. ;10232 22  yхxyz      Жауабы: .10)0 ;0(
min

 zz  

241. ;6522  xуyxz      Жауабы: Экстремум жоқ.  

  

242. ;3 22 хyухxyz        Жауабы: .1)1 ;1(
min

 zz  

 

Шартты экстремум. Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері. 

),( yxfz   функциясының шартты экстремумы деп осы функцияның, х және у 

айнымалыларының 0) ,( yx  теңдеуімен байланысты болған жағдайдағы 

экстремум мәнін айтады. Мұндағы 0) ,( yx  теңдеуі байланыс теңдеуі деп 

аталады. 

 Шартты экстремумды табу үшін Лагранж функциясы деп аталатын 

) ,() ,() ,( yxyxfyxu    функциясының экстремумын табу жеткілікті, мұндағы 

 - анықталмаған тұрақты көбейткіш. 

 Лагранж функциясының экстремумының бар болуының қажетті шарты: 

 















































.0) ,(

,0

,0

yx

yy

f

y

u

xx

f

x

u









 

 

Осы үш теңдеуден тұратын жүйеден yx  ,  және   мәндерін табуға болады. 

D тұйық облысында ),( yxfz   функцияның ең үлкен М және ең кіші m 

мәндерін табу үшін: 

 а) D облысының ішінде жатқан барлық станционарлық нүктелерді тауып, 

осы нүктелердегі функцияның мәндерін есептеу керек (бұл нүктелерде 

экстремум мәндерінің болуы не болмауын тексерудің қажеті жоқ); 

 б) D облысының шекарасында функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін 

табу керек; 

 в) барлық табылған мәндердің ең кішісін (бұл ең кіші мән) және ең үлкенін 

(бұл ең үлкен мән) таңдап аламыз. 

 

243. 22 уxz   функциясының байланыс теңдеуі 062  ух  берілген 

жағдайдағы шартты экстремумын табу керек. 

 Шешуі. Лагранж функциясын қарастырайық: 
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



























062

,02

,022

).62(22

yx

y
y

u

x
x

u

yxyxu







 

 

жүйесінен 2 ,4 ,4  yx  мәндері табылады. Осыдан )2 ,4(M  нүктесінде  
22 уxz   функциясы шартты максимум мәнін қабылдайды және ол 12max z  

болады.  

 

244. 107423 22  yxyxyxz   функциясының 0    ,0  xу  және 

1243  yx  сызықтарымен шектелген тұйық D облысындағы 

(аймағындағы) ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек. 

 Шешуі. Стационар (тұрақты) М  нүктесін табайық. 

 






















.074

,046

yx
y

z

уx
x

z

 

 

Осы жүйеден )2 ,1( ,2 ,1 Pyx   нүктесі D облысының ішінде жатыр (1.1 

Сурет). .1)2 ,1()(  zPz   

 
1.1 Сурет 

 

 Енді берілген функцияны D облысының шекарасында зерттейік. Облыс 

шекарасы ОА, АВ және ОВ кесінділерінен тұрады: 

 а) ОА бөлігінде ,40 ,0  xy  осыдан ,046 ,1043 '2  xzxxz x   

;
3

2
8)(  ),0 ,

3

2
(  ],4 ,0[

3

2
 NzNx  

ОА кесіндісінің шеткі нүктелерінде ;42)0 ,4()(  ,10)0 ,0()0(  zAzzz  

 б) ОВ бөлігінде ,30 ,0  yx  осыдан  
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,74  ,1072 '2  yzyyz y         ;
8

7
4)(  ),

4

7
 ,0(  ],3 ,0[

4

7
 CzCy  

 

ОВ кесіндісінің шеткі нүктелерінде ;7)3 ,0()(  ,10)0(  zBzz  

АВ бөлігінде 4,х0  ),4(
4

3
 хy  

10)4(
4

21
4)4(

8

9
)4(

4

3
3 22  xxxxxxz  немесе 

;
312

23
1)(  ),

52

9
2;

39

4
1(

  ,
52

9
2  ],4,0[

39

4
1

39

43
  ,0

4

43

4

39
  ,7

8

43

8

39 '2





KzK

yxxzxxz
x

 

 

АВ кесіндісінің шеткі нүктелеріндегі мәндері белгілі. 

Табылған )(  ),(  ),0(  ),(  ),(  ),(  ),( BzAzzCzKzNzPz мәндерін салыстыра отырып, z 

функциясының D облысындағы ең үлкен мәні ,42)(  AzM  ал ең кіші мәні 

1)(  Pzm  болатындығын анықтаймыз.   

 

245. 22 уxz   функциясының байланыс теңдеуі 1243  yx  берілген 

жағдайдағы шартты экстремумын табу керек; 

Жауабы: 
25

24
  ,

25

48
  ,

25

36
 yx  болғанда .

25

144
min z  

 

246. yxz 43   функциясының байланыс теңдеуі 2522  yx  берілген 

жағдайдағы шартты экстремумын табу керек. 

Жауабы:
2

1
  ,4  ,3  yx болғанда  

2

1
  ,4  ,3  ;25min  yxz болғанда .25max z  

 

Берілген ),( yxfz   функциясының берілген сызықтармен шектелген D 

облысында ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек: 

 

247. ;03 ,0 ,0:       ,422  yxyxDуххууxz   

Жауабы: .3)1 ,1(  ;10)3 ,0()0 ,3(  zmzzM  

248. ;01 ,0 ,0:            ,2432  yxyxDyxуxyz   

 Жауабы: .2)0 ,0(  ;5,1)5,0 ;5,0(  zmzM  

249. ;2 ,0 ,2:          ,5222 22  xyyxDyxуxyxz   

Жауабы: .4)0 ,1(  ;14)3 ,2(  zmzM  

250. ;01 ,0 ,3:            ,442 22  yxyxDxуxyxz   

 Жауабы: .1)0 ,2(  ;10)2 ,3(  zmzM  
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2 Қатарлар теориясы 

 

           2.1 Сан қатары 

 

Мүшелері оң сан қатарлары. ,...,...,,, 321 nuuuu  қандай да бір сан тізбегі 

берілсе, онда  

......321  nuuuu                                         (2.1) 

 

шексіз қосындыны сан қатары деп атайды. 

Мұндағы ,...,, 321 uuu  сандары сан қатарларының мүшелері, ал nu  саны жалпы 

мүшесі (немесе n-ші мүшесі) деп аталады.  

Жалпы мүшесі арқылы сан қатарын қысқаша 


1n

nu  деп жазуға болады. 

(2.1)-қатардың алғашқы мүшелерінің қосындыларын қарастырайық. 

 

nuuuuuuuuuuS  ...S    ...,     ,S    ,S  , 321n321321211   

 

қатардың дербес қосындылары деп аталады. 

Егер сан қатарының алғашқы мүшелерінің қосындылар тізбегінің шегі бар 

болса, яғни  

,lim SSn
n




             (2.2) 

 

саны бар болса, онда ол қатардың қосындысы деп аталады, және қатар 

жинақты делінеді. 

Егер (2.2) шегі болмаса, онда берілген сан қатарын жинақсыз дейміз, ондай 

қатардың қосындысы жоқ. 

Мысалы,  

Сан қатарының негізгі теоремаларын қарастырайық: 

а) егер ......321  nuuuu  қатары жинақты болса, онда алғашқы m 

мүшелерін алып тастағанда пайда болған 

 

                                      ...321   mmm uuu           (2.3) 

 

қатары да жинақты болады. Керісінше алғашқы m мүшелері алынып 

тасталынған қатар жинақты болса, онда берілген қатарда жинақты болады. 

(2.3)-қатарды берілген қатардың m-ші қалдығы деп атайды; 

ә) егер ......321  nuuuu қатары жинақты және қосындысы S-ке тең 

болса, онда ......321  nuuuu   қатары да жинақты және қосындысы 

S -ке тең болады; 

б) егер ......321  nuuuu  және ......321  nvvvv  қатарлары 

жинақты және қосындылары сәйкесінше S  және   болса, онда 
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...)(...)()()( 332211  nn vuvuvuvu  қатары да жинақты және 

қосындысы )( S -ға тең болады. 

Көп жағдайларда қатардың алғашқы n мүшелерінің қосындысы арқылы 

оның жинақты немесе жинақсыз болуын тексеру өте қиын немесе күрделі 

есептеуді қажет етеді. Сондықтан қатардың жинақтың немесе жинақсыз болуын 

білу үшін жинақтылық белгілерінқарастырамыз. 

Қ а т а р   ж и н а қ т ы л ы ғ ы н ы ң   қ а ж е т т і    б е л г і с і. 

Егер қатар жинақты болса, онда n -да оның жалпы (n-ші) мүшесі нөлге 

ұмтылады, яғни 
.0lim 


n

n
u  

 

Ал егер 0lim 


n
n

u  болса, онда қатар жинақсыз болады. 

Қ а т а р   ж и н а қ т ы л ы ғ ы н ы ң   ж е т к і л і к т і   б е л г і л е р і 

а)  І   с а л ы с т ы р у   б е л г і с і.      

                                   ......321  nuuuu                                 (2.4) 

 

және             

                             ......321  nvvvv                              (2.5) 

 

қатарлары берілсін және ,...)3 ,2 ,1(   nvu nn  болсын. 

Егер (2.5)-қатар жинақты болса, онда (2.4)-қатар да жинақты болады. 

Егер (2.4)-қатар жинақсыз болса, онда (2.5)-қатар да жинақсыз болады. 

ә)  ІІ   с а л ы с т ы р у   б е л г і с і.  Егер 0lim 


k
v

u

n

n

n
 ақырлы шегі бар 

болса, онда 


1ï

nu  және 


1ï

nv  қатарлары екеуі де бірдей жинақты немесе бірдей 

жинақсыз болады. 

б)  Д а л а м б е р   б е л г і с і.   Мүшелері оң болатын ......321  nuuuu  

қатары үшін 



 n

n

n u

u 1lim  

болса, онда: 

1) 1  болғанда, қатар жинақсыз; 

2) 1  болғанда, қатар жинақты; 

3) 1  болғанда, қатар жинақты да немесе жинақсыз да болуы мүмкін. 

в) К о ш и   б е л г і с і.   Мүшелері оң болатын ......321  nuuuu  қатары 

үшін 




n
n

n
ulim  

болса, онда: 

1) 1  болғанда, қатар жинақсыз; 

2) 1  болғанда, қатар жинақты; 
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3) 1  болғанда, қатар жинақты да немесе жинақсыз да болуы мүмкін. 

г)   К о ш и д і ң   и н т е г р а л д ы қ   б е л г і с і.   Мүшелері оң және 

өспейтін ......321  nuuuu  қатары берілсін (яғни ...)...321  nuuuu  

және ,...3,2,1  ),(  nnfun  болсын. Мұндағы )(xf  - өспейтін үзіліссіз функция. 

Егер 


1

)( dxxf  меншіксіз интегралы жинақты болса, онда 


1n

nu  қатары да 

жинақты болады. 

Егер 


1

)( dxxf  меншіксіз интегралы жинақсыз болса, онда 


1n

nu  қатары да 

жинақсыз болады. 

 

251. 
12 


n

n
un  қатарының жалпы мүшесі берілген. Алғашқы мүшелерін 

табу керек. 

Шешуі. .
26

5
   ;

17

4
   ;

10

3
   ;

5

2
  ;

2

1
54321  uuuuu    

 

252. 
nn

n
u

2

!
  қатарының жалпы мүшесі берілген. Алғашқы бес мүшелерін 

табу керек. 

Шешуі. .
4

15

2

54321
  ;

2

4321
  ;

4

3

2

321
  ;

2

1

2

21
 ;

2

1

554433221 











 uuuuu    

 

Қатардың алғашқы бес мүшесін жазу керек. 

253. 


 1
2

;
54

1

i nn
          Жауабы: ...

10

1

5

1

2

1
1

2

1
 .  

254. 


1

;
!

3

i

n

n
                 Жауабы: ...

120

243

24

81

6

27

2

9
3  . 

255. 






1
2

;
)1ln(

i n

n
          Жауабы: ...

36

6ln

25

5ln

16

4ln

9

3ln

4

2ln
 . 

256. 





1

;
)!12(

1

i
n

         Жауабы: ...
!11

1

!9

1

!7

1

!5

1

!3

1
 . 

257. 


 1

;
10i

nn

n
               Жауабы: ...

100005

5

10004

4

1003

3

102

2

11

1
 . 

258. 














1

;
1

i

n

n

n
         Жауабы: ...

776

3125

625

256

64

27

9

4

2

1
 . 

259.  


1

;
1

i
pn

          Жауабы: ...
5

1

4

1

3

1

2

1
1 


. 



 42 

260. 


 



1
2

.
1

23

i n

n
          Жауабы: ...

26

13

17

10

10

7

5

4

2

1
 . 

 

261. ...
2

7

2

5

2

3

2

1

432
  қатарының жалпы мүшесін табу керек. 

Шешуі. Алымында 1, 3, 5, ... сандарынан тұратын тізбек арифметикалық 

прогрессия құрайды, оның n-ші мүшесін )1(1  ndaàn  формуласы бойынша 

табамыз. Мұнда ,2 ,11  da  сондықтан .12  nan   

Бөліміндегі ,...2  ,2  ,2 32  сандары геометриялық прогрессия құрайды, оның n-

ші мүшесі n
nb 2 -ге тең. Осыдан жалпы мүшесі .

2

12

nn
n

u


      

 

262. ...
14

6

11

5

8

4

5

3
432



























  қатарының жалпы мүшесін табу керек.  

Шешуі. Әрбір мүшесінің дәрежесі мүшесінің нөмірімен сәйкес келеді. 

Сондықтан n-ші мүшесінің дәрежесі n-ге тең болады. 
14

6
 ,

11

5
 ,

8

4
 ,

5

3
 бөлшектерінің 

алымы бірінші мүшесі 3-ке, айырмасы 1-ге тең арифметикалық прогрессияны 

құрайды. Онда n-ші мүшесі 2n -ке тең болады, ал бөлімі бірінші мүшесі 5-ке, 

айырмасы 3-ке тең арифметикалық прогрессияны құрайды, осыдан n-ші мүшесі 

23 n -ке тең болады. Сонымен қатардың жалпы мүшесі  

.
23

2
n

n
n

n
u 












  

 

263. ...
4321

1

321

1

21

1
1 








  қатарының жалпы мүшесін табу керек. 

Шешуі. 
!.

1

!...321

1
  ;

4321

1
  ;

321

1
  ;

21

1
  ;1 4321

nn
uuuuu n 











  

болады.            

 

Қатардың жалпы мүшесін жазу керек. 

 

264. ...;
5

4

4

3

3

2

2

1
                        Жауабы: 

1п

п
.  

265. ...;1111                                           Жауабы:   1
1




п . 

266. ...;
5

2

5

2

5

2

5

2
432



























                      Жауабы: 

п










5

2
. 

267. ...;
14

5

11

4

8

3

5

2
                                   Жауабы: 

23

1





п

п
. 

268. ...;
33

16

25

8

17

4

9

2
                              Жауабы: 

18

2

п

п

.  



 43 

269. ...;
38

1

28

1

18

1

8

1
                                 Жауабы: 

210

1

п
. 

270. ...;
5

10

5

7

5

4

5

1

432
                             Жауабы: 

п

п

5

23 
. 

271. .  ...
20

7

12

5

6

3

2

1
                                 Жауабы: 

)1(

12





пп

п
. 

 

272. Мүшелері геометриялық прогрессия болатын ...... 12  nbqbqbqb  

сан қатарының жинақтылығын зерттеу керек. 

Шешуі. Мектеп бағдарламасынан белгілі: .
1

)1(

q

qb
S

n

n



  Егер 1q  болса, 

онда қосынды .
1 q

b
S


  Олай болса, қатар жинақты.  

Ал егер 1q  болса, онда берілген қатар жинақсыз, себебі: 1nbq  

сондықтан .nS  

Егер 1q  болса, онда қатардың алғашқы n мүшелерінің қосындысы 

.... bnbbbS

n

n    Осыдан ,lim 


n
n

S  яғни қатар жинақсыз. 

Егер 1q  болса, онда қатарды ... bbbb  түрінде жазуға болады. Яғни 

оның алғашқы n мүшесінің қосындысы   

 

.
  ,0

  ,










жупnегер

такnегерb
Sn  

 

Бұл жағдайда қатардың қосындысы анықталмаған, яғни қатар жинақсыз. 

Сонымен мынадай қорытынды жасауға болады: 

Егер 1q  болса, онда қатар жинақты, ал егер 1q  болса, онда қатар 

жинақсыз болады.  ▲ 

 

273. ...
1)12(

1
...

48

1

24

1

8

1

2





n
 сан қатарының жинақтылығын зерттеу 

керек. 

Шешуі. Қатардың жалпы мүшесін 
1)12(

1

2 


n
un  екі бөлшектің жарты 

айырымы ретінде көрсетуге болады. 











 22

1

2

1

2

1

1)12(

1

2 nnn
, яғни 

,...
8

1

6

1

2

1

48

1
  ;

6

1

4

1

2

1

24

1
  ;

4

1

2

1

2

1

8

1


























  олай болса,  



















































22

1

2

1

2

1

22

1

2

1

2

1
...

4

1

6

1

2

1

6

1

4

1

2

1

4

1

2

1

2

1

nnn
Sn  деп 

жазуға болады. Осыдан ,
4

1
lim 


SSn

n
 яғни қатар жинақты.   



 44 

274. ...
5

2

8

5
...

10

1

4

1

8

5
1











n

 қатарының жинақтылығын зерттеу керек. 

Шешуі. Берілген қатар шексіз кемімелі геометриялық прогрессияның 

мүшелерінен құралған. Олай болса, қатар жинақты. Оның қосындысын 

табайық, мұнда  

.
24

25

5

2
1

8

5

1
    ;

5

2
      ;

8

5
1 







q

b
Sqb    

275. 






1 40

85

n
n

nn

 қатарының жинақтылығын зерттеу керек. 

Шешуі. Қатардың жалпы мүшесін 
nnn

n

n

n

n

nn

nU
5

1

8

1

40

8

40

5

40

85



  түрінде 

жазсақ, онда қатарды әрқайсысы геометриялық прогрессияның мүшелерінен 

құралған  















11 1 5

1

8

1

40

85

n
n

n n
nn

nn

 екі қатардың қосындысы түрінде жазуға 

болады. Бұл екі қатар да жинақты болады және олардың қосындысы 

 




















1 1

;
4

1

5

1
1

5

1

5

1
            ;

7

1

8

1
1

8

1

8

1

1 n n
nnq

b
S  

олай болса,    







1

.
28

11

4

1

7

1

40

85

n
n

nn

      

 

276. ...
12

...
7

3

5

2

3

1





n

n
 қатарының жинақтылығын зерттеу керек. 

Шешуі. .0
2

1

1
2

1
lim

12
limlim 









n

n

n
u

nn
n

n
  

Осыдан қатардың жинақтылығының қажетті белгісі орындалмағандықтан, 

қатар жинақсыз болады.   

 

277.   ...)1,0(3,0...301,031,04,0  n  қатарының жинақтылығын зерттеу 

керек. 

Шешуі. ,03,0])1,0(3,0[limlim 


n

n
n

n
u  онда қатар жинақсыз болады.   

 

278. ...
1

...
3

1

2

1
1

32


nn
  қатарының жинақтылығын зерттеу керек. 

Шешуі. ,0
1

limlim 
 nn

n
n n

u  яғни қажетті белгісі орындалады. Енді 

...
2

1
...

2

1

2

1

2

1

32


n
 -шексіз кемімелі геометриялық прогрессияның 



 45 
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қатар жинақты (Даламбер белгісі бойынша).  
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және  
0lim 


n

n
u  

 

болса, онда қатар жинақты (әрі оның қосындысы бірінші мүшесінен кем 

болады, яғни 1uS  ). 

Қатардың қосындысын nn RSS   түрінде жазуға болады. Мұндағы  

...)( 21   nnn uuR  қатардың n-ші қалдығы деп аталады. 

Осы қалдықтың да таңбалары ауыспалы қатар болғандықтан, Лейбниц 

белгісін қолдануға болады, олай болса .1 nn uR  Осыдан жуықтап есептеу 

кезінде ,nSS   ал nR - жіберілген қатесі болып табылады. 

Таңбалары айнымалы 







1

321 ......
n

nn uuuuu  

 

қатары және осы қатардың мүшелерінің абсолют мәні бойынша алынған 

 







1

321 ......
n

nn uuuuu  

қатары берілсін. 

Егер 


1n

nu  -қатары жинақты болса, онда 


1n

nu  -қатары да жинақты болады. 

Бұл жағдайда 


1n

nu  - қатары абсолютті жинақты дейді. 

Егер 


1n

nu  -қатары жинақты, ал 


1n

nu  -қатары жинақсыз болса, онда 


1n

nu  -

қатары шартты жинақты деп аталады. 

 

343. 









1

1

3

1
)1(

n
n

n

n
 қатарын 001,0  дәлдікпен есептеу керек. 

Шешуі. 1 nnn uRSS  осы қатардың бірнеше мүшелерін есептейік: 

;333,0
3

1
1 u   ;055,0

8

1
2 u   ;012,0

81

1
3 u  

;003,0
324

1
4 u  ;001,0

1215

1
5 u   .001,0

4374

1
6 u  

Осыдан .288,0001,0012,0055,0333,05  SS        

 

344. ...
sin

...
3

3sin

2

2sin
sin

222


n

n
  қатарының жинақтылығын зерттеу 

керек, мұнда   кез келген сан. 

Шешуі. Берілген қатардың мүшелерінің абсолют мәні арқылы алынған 

қатарды қарастырамыз: 
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...
sin

...
3

3sin

2

2sin
sin

222


n

n
  

қатары жинақты, себебі І салыстыру белгісі бойынша  

,
1sin

22 nn

n



 

ал  

...
1

...
3

1

2

1
1

222


n
 

 қатары жинақты (286-мысалды қараңыз, 2p ). Осыдан берілген қатар абсолют 

жинақты.   

 

345. 










1
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1

7

)1(

n

n

n

 қатарының абсолют немесе шартты жинақтылығын зерттеу 

керек. 

Шешуі. Мүшелерінің абсолютті мәні бойынша құрылған 


 1
3 7

1

n n

 

қатарын қарастырайық. Бұл қатар жинақты, себебі екінші салыстыру белгісі 

бойынша 286-мысалда көрсетілгендей 






1

)2/3(  ,
1

n
p

p
n

 қатарымен 

салыстырайық, онда  

.01

7

lim
1

:

7

1
limlim

3

3
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





















 n

n
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u
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Олай болса, берілген қатар абсолют жинақты болып табылады.   

 

346. ...
1

)1(...
4

1

3

1

2

1
1 1  

n

n  қатарының абсолютті немесе шартты 

жинақтығын зерттеу керек.  

Шешуі. Лейбниц белгісін қолданайық: 

...
4

1

3

1

2

1
1   ,  

                                           0
1

limlim 
 n

u
n

n
n

 . 

 

 Олай болса, қатар жинақты. 

Енді мүшелерінің абсолют мәні арқылы алынған ...
1

...
3

1

2

1
1 

n
 қатарын 

қарастырайық. Бұл қатар гармоникалық қатар, ал ол жинақсыз болғандықтан 

берілген қатар шартты жинақты болады.   
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Ауыспалы таңбалы қатардың жинақтылығын зерттеу керек. Жинақты 

болған жағдайда, оның абсолютті немесе шартты жинақты болатындығын 

зерттеу керек.  

 

347. ...;
12

1
)1(...

5

1

3

1
1 1 


 

п

п            Жауабы: Шартты жинақты. 

348. ...;)1(...111 1  n                Жауабы:Жинақсыз. 

349. ...;
1

)1(...
3

1

2

1
1 1  

n

n        Жауабы:Шартты жинақты. 

350. ...;
3

1
)1(...

9

1

3

1
1

1

1 




n

n         Жауабы:Абсолют жинақты. 

351. ...;
)1(

1
)1(...

43

1

32

1

21

1 1 













nn

n   Жауабы: Абсолют жинақты. 

352. ...;
)1ln(

1
)1(...

4ln

1

3ln

1

2ln

1 1 


 

n

n  Жауабы:Шартты жинақты. 

353. ...;
12

)1(...
19

9

9

4

3

1

2

2
1 


 

n

nn   Жауабы:Жинақсыз. 

354. ...;
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)1(...
10

3

5

2

2

1

2

1 


 

n

nn   Жауабы: Шартты жинақты. 

355. 







1
1

;
5

2)1(

i
n

nn

n
                Жауабы:Абсолют жинақты. 

356. 


 



1
3

2

;
48

)1(

i

n

nn

n
                    Жауабы:Шартты жинақты. 

357. 


 



1
5

2

;
4

)1(

i

n

n

n
               Жауабы: Абсолют жинақты.  

358. 






1
2

.
)1()1(

i

n

nn

n
               Жауабы: Абсолют жинақты. 

 

Берілген қатарларды 001,0  дәлдікпен есептеу керек. 

359. 





1

1 ;
!

1
)1(

i

п

п
                                 Жауабы: 0,632.   

360. 









1

1 ;
)!12(

1
)1(

i

п

п
                             Жауабы: 0,841. 

361. 






1

1

;
)!2(

)1(

i

n

п
                                    Жауабы: 0,459.  

362. 










1
2

1

.
2

)1(

i
n

n

n
                                    Жауабы: 0,645. 
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2.3 Функциялық қатарлар 

 

Функциялық қатарлар.  Мүшелері нақты х айнымалысының функциясы 

болатын  
...)(...)()( 21  xuxuxu n      

қатарын функциялық қатар дейді. 

),...(),...,(),( 21 xuxuxu n  функциялары анықталған және 


1

)(
n

n xu  қатары жинақты 

болатын х айнымалының мәндер жиыны функциялық қатардың жинақталу 

облысы делінеді. Функциялық қатардың жинақталу облысы Ох  осінің қандай 

да бір аралығы болады.  

Алғашқы n мүшелерінің қосындысы ...)(...)()()( 21  xuxuxuxS nn  болса, 

онда ).()()( xRxSxS nn   Мұндағы ...)()()( 21   xuxuxR nnn  берілген қатардың 

мүшелерінің қалдығы деп аталады. 

Дәрежелік қатарлар. ...)(...)()( 22

10  n

n axaaxaaxaa  түрінде 

берілген функциялық қатар дәрежелік қатар деп аталады. Мұндағы 

,...,...,,,, 210 пааааа  - нақты сандар. 

А б е л ь   т е о р е м а с ы. 1. Егер дәрежелік қатар 0хх   болғанда жинақты 

болса, онда 0xx   теңсіздігін қанағаттандыратын әрбір х үшін де қатар 

жинақты болады. 

2. Егер дәрежелік қатар 1хх   болғанда жинақсыз болса, онда 1xx   

теңсіздігін қанағаттандыратын әрбір х үшін де қатар жинақсыз болады. 

Абель теоремасынан мынадай тұжырым жасауға болады: Кез келген 

дәрежелік қатардың жинақты облысы ретінде RaxRa   интервалы 

алынады. Мұндағы R-жинақты радиусы, ал  RaRa    ,  жинақты интервалы 

деп аталады.  

Rax   нүктелерінде қатардың жинақтылығын тексеру үшін дәрежелік 

қатарға Rax   мәндерін қойғанда пайда болатын сандық қатардың тексеру 

жеткілікті.  

Егер 0R  болса, онда дәрежелік қатар тек ax   нүктесінде жинақты 

болады. 

Егер R  болса, онда дәрежелік қатар х-тің кез келген мәнінде жинақты 

болады. 

Дәрежелік қатардың жинақты радиусы  

1

lim



n

n

n a

a
R  немесе 

n
n

n a
R

1
lim


  

 формулаларымен есептеледі. 

Жинақты интервалында дәрежелік қатарды кез келген рет мүшелеп 

дифференциалдауға және интегралдауға болады.  

 

363. ...
1

...
3

1

2

1
1 

ххх п
 қатарының жинақты облысын табу керек. 
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Шешуі. 1х  болса, онда қатар жинақты, ал 1x  болса,онда қатар жинақсыз 

болады (Дирихле қатарын қараңыз).  

 

364. ...
1

...
2

1

2

1

1

1

2642











 nxnxxx
 қатарының жинақты облысын 

табу керек. 

Шешуі. 0
1

limlim
2





 nn

n
n xn

u  қажетті белгісі орындалады. 1x  болсын. 

Жалпы мүшесі 
n

vn
1

  болатын гармоникалық (жинақсыз) қатарын қарастырсақ, 

онда  

.1lim
1

:
1

limlim
22
















 nnnnn
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n xn
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nxnv

u
 

 

 Олай болса, екінші салыстырмалы белгі бойынша берілген қатар жинақсыз. 

Егер 1x  болса, енді берілген қатардың мүшелері шексіз кемімелі 

геометриялық прогрессиясының  

...
1

...
111

2642


nxxxx
 

 мүшелерінен кіші болады, яғни берілген қатар жинақты. Сонымен қатар, 

1x  болғанда жинақты, ал 1x  болса, жинақсыз болады.  
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3

3
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xxx  қатарының жинақты облысын табу керек. 
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яғни 
3

1

3

1
 x  жинақты облысы болады. Енді интервалдың шекаралық 

нүктелерінде қатардың жинақтылығын зерттейік: 
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1
x  болса, онда ...

1
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2

1
1 
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 қатар жинақсыз (Дирхле қатары).  
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1
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1
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1
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n  қатар жинақты, себебі 
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 және ...
3

1

2

1
1   

Лейбниц белгісі орындалады.   
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жинақты облысы )1 ;1(  болады. Енді интервалдың шекараларының 

нүктелерінде қатардың жинақтылығын зерттейік: 

1x  болсын. ...
)1(

1
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32

1

21
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
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
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 nn
 қатарын тексерейік. Қажетті белгісі 
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 ал жеткілікті белгісі бойынша  
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lnlim
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 олай болса, қатар жинақты. 

Енді 1x  мәнінде қатардың жинақтылығын зерттейік:  
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
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 Бұл қатар жинақты, себебі мүшелерінің абсолют мәндері бойынша алынған 

қатар жинақты. Олай болса, жауабы: .11  х    

 

367. ...)(...)2(1 2  nnxxх  қатарының жинақты облысын анықтау керек. 

Шешуі. ,0
1

lim
1

lim  ; 
 na

Rna
nn

n
n

n
n  олай болса, қатар тек 0x  мәнінде 

ғана жинақты.   

 

368. 


1 !n

n

n

x
 қатарының жинақты облысын анықтау керек. 

Шешуі. ;)1(lim
!

)!1(
limlim  ;

)!1(

1
  ;

!

1

1
1 








 n

n

n

a

a
R

n
a

n
a

nnn

n

n
nn  олай 

болса, қатар х-тің кез келген мәнінде жинақты, яғни . x   

 

369. 


 



1
2 5

2

n
n

nn

n

x
 қатарының жинақты облысын анықтау керек. 

Шешуі. ;
2

5
lim

2

5

5

2

1
lim

1
lim ;

5

2 2

2

2










n

n
n

n

nnn
n

nn

n

n n

n

a
R

n
a  жинақты 

облысы 









2

5
  ;

2

5
 болады. Енді интервалды шекараларының мәндерінде 

қатардың жинақтылығын зерттейік: 

2

5
x  болсын. 



1
2

1

n n
 қатарын қарастырайық. Бұл қатар жинақты (Дирихле 

қатары, 2p ).  



 58 

2

5
x  болсын. 







1
2

)1(

n

n

n
 қатары абсолют жинақты болады, себебі 

мүшелерінің абсолют мәндері бойынша алынған қатар жинақты. Олай болса, 

жауабы: .
2

5

2

5
 x    

 

370. ...
7

...
77

1
2

2


n

nxxx
 қатарының жинақты облысын анықтау керек. 

Шешуі. ;77lim
1

lim ;
7

1




n

nn
n

nnn n
a

Ra  жинақты облысы )7 ;7(  болады. 

7x  болғанда ...1111   қатар, ал 7x  болғанда ...111   қатар жинақсыз 

болады. 

Сондықтан жауабы .77  x         

 

371. ...
8

)5(
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82

)5(

81

5

2

2
















n

n

n

xxx
 қатарының жинақты облысын табу керек. 

Шешуі. ;8
1

lim;
8

1





 n
n

nnn
a

R
n

a  олай болса, 858  x  немесе 

13  ;133  xx  болғанда ...
1

...
3

1

2

1
1 

n
 қатары жинақсыз болады.  

3x  болғанда ...
1

)1(...
3

1

2

1
1 

n

n  қатары жинақты болады. Себебі 

Лейбниц белгісі бойынша .  ...
1

...
3

1

2

1
1  ,0

0

1
lim 

 nn
  

Олай болса, .133  x          

 

372. .
8)1(1

3




 



n
n

n

n

xn
 қатарының жинақты облысын табу керек. 

Шешуі. ;2lim   ;
8)1( 3





 n nnnn

a

n
R

n

n
a  олай болса, 2  ;22  xx  болғанда 




 1 1n n

n
 қатары жинақсыз, себебі 2  ;01

1
lim 


x

n

n

n
 болғанда 



 


1 1
)1(

n n

n
 

қатары да жинақсыз.  

Сондықтан, жауабы: .22  x         

 

373. 3  ...;
3
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2
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2



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n

n

 қатарының қосындысын 

...
3

...
333

1
3

3

2

2


n

nxxxx
 қатарының мүшелерін дифференциалдау арқылы табу 

керек. 
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Шешуі. Шексіз кемімелі геометриялық прогрессияның қосындысының 

формуласын 











q

a
S

1
 қолдансақ, онда .

3
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3
1

1
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3
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2

2
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xxxx
n

n






  

Енді дифференциалдасақ, онда 
 2

1

3

2

2
3

3
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3
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3

3

3

2

3

1

x

nxxx
n

n



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 болады. 
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2
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242322

1

3
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














n

n

n

xxxx
x   2x  қатарының қосындысын табу 

керек. 

Шешуі. Берілген қатарды дифференциалдағанда пайда болған қатар шексіз 

геометриялық прогрессия болғандықтан,  ...
2

...
222

1
3

3

2

2

n

nxxxх
  

xx 





2

2

2
1

1
 болады. Мұндағы .

2
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x
qa   Енді О-ден х аралығында 

интегралдасақ, онда 
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2
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2
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n

xxxx
x

x

n

n








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






 
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Функциялық қатарлардың жинақты облысын табу керек. 

 

375.  







1

1
;

1
1

n
x

n

n
       Жауабы: 1x  абс.жинақты, 1x  жинақсыз. 

376. 


1

;
4

sin3
n

n

n x
       Жауабы:  x .       

377. 


1

;
!

1

n
nxn

                   Жауабы: .0x    

378. 
 




 1
22

;

1

1

n
n

xn

             Жауабы: . x   

379.
 




 1

;
12

1

n
nxn

             Жауабы: .1,1  xx                                                                                     

380. 


 1

;
1

1

n
nx

              Жауабы: .1,1  xx   

381. 


1

;
3

2
n

n

n x
tg                    Жауабы: . x   

382. 













1

.
5

sin
n

n

n x
x         Жауабы: (-5; 5). 

 

Дәрежелік қатардың жинақты облысын табу керек. 
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383. 


1

;
3n

n

nx
                        Жауабы: (-3; 3).   

384. 


 1

;
4n

n

n

n

x
                 Жауабы: ]4;4[ .  

385. 


 1
2

;
5n

n

n

n

x
                      Жауабы: ]5;5[ .   

386. 





1

;2
n

nn x                  Жауабы: 









2

1
,

2

1
. 

387. 


1

;
n

n

n

n

x
                       Жауабы: ).;(     

388.  









1

1
;

2
1

n
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n
n

n

x
          Жауабы: ].2;2(  

389. 













1

;
71n

n
x

n

n
                Жауабы: ).7;7(    

390. 





1

;!
n

nxn                  Жауабы: .0x   

391. 






1

;
!

n
n

n

n

xn
                      Жауабы: ).;( ee    

392. 


 1

;
32n

nn

nx
                Жауабы: ).3;3(  

393. 






1

;
3n

n

nxn
                     Жауабы: ).;(     

394. 


 



1

;
)1(4

3

n
n
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n

x
          Жауабы: 










3

4
,

3

4
. 

395. 






1

;
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n
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                      Жауабы: ).;(          

396. 






1

;
3

!

n
n

nxn
                Жауабы: .0х  

397. 


 



1

;
12
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n
n

nx
               Жауабы:  .5 ;3        
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 








1

;
5

2

n
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          Жауабы: ).7;3(  
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 




 



1
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1
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                      Жауабы: ].4;6[          
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 








1
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n
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n
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          Жауабы: ).5,0;5,3(  

401. 


 1
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n

n

n

x
                       Жауабы:  .2;2       
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402. 
 




 



1
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n
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x
           Жауабы:  .8 ;2   

403. 






1
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;
4n

n

n

n

x
                       Жауабы:  .2 ;2       
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 








1

3
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2

n
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          Жауабы:  .1;5  

405. 
 



1

2
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n

x
                       Жауабы:  .;        
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

 


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x
                Жауабы:  .;  

 

Берілген қатарлардың қосындысын табу керек: 

 

407.  ;1   ...,...321 12   xnxxx n             Жауабы: .
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            Жауабы:  .1ln x  
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  Жауабы: .
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412.  .1   ,...2)1(...642 1253   xnxxxx nn    Жауабы: .
)1(

2
22x

x


  

 

 

2.4 Mүшелері комплекс сандар болатын қатарлар 

 

Жалпы мүшесі )1(, 2  ibiaс nnn  болатын  

                                   













111 i

n

i

n

i

n biac  

қатар мүшелері нақты сандар болатын 


1i

na  және 


1i

nb  қатарлар  бір мезгілде 

жинақты  болғанда ғана жинақты болады. 

Егер мүшелері модулімен алынған  











1

22

1 i

nn

i

n baс  

қатар жинақты болса, онда берілген қатарды абсолютті жинақты қатар деп 

айтады. 

Егер iyxz   комплекс айнымалды болса, онда  
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      ...... 0

2

02010 
n

n zzczzczzсс  

),( 000 iyxzibac nnn   дәрежелік қатар үшін  центрі 0zz   нүктесі болатын 

Rzz  0  дөңгелегі  (жинақталу дөңгелегі) табылып, оның ішінде қатар 

абсолютті жинақты, ал сыртында жинақсыз болады. 

 Жинақталу дөңгелегін табу үшін мүшелері модулімен алынған қатарға  

Даламбер немесе Коши белгісін қолдану жеткілікті. 

 

Қатардың жинақтылығын зерттеу керек. Жинақты болған жағдайда, оның 

абсолютті немесе шартты жинақты болатындығын зерттеу керек.  

413. 


 1

1

i in
                    Жауабы:  жинақсыз. 

414. 
 




 1

1

i nin
              Жауабы:  абсолютті жинақты. 

415. 
  




 1
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i inn
         Жауабы:  абсолютті жинақты. 

416. 


1i

n

n

i
                       Жауабы:  шартты жинақты. 

 

Берілген қатардың жинақталу дөңгелегін табу керек: 

 417. 
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nn zi                                   Жауабы:  1z  
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 




 
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                             Жауабы:  32  iz  

 419.   

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
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1
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n
izni                       Жауабы:  1 iz  
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 



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                             Жауабы:  23  iz  

 

2.5 Тейлор және Маклорен қатарлары 

 

Функцияны  дәрежелік қатарға жіктеу. )(xf  функциясы RaxRa   

аралығында анықталған және кез келген ретті туындылары бар болсын. Тейлор 

формуласы бойынша 
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Егер 0)(  ,  xRn n  болса, онда  
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қатары Тейлор қатары деп аталады. )(xRn  - Тейлор қатарының қалдық мүшесі 

дейді. 
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Жуықтап есептеулерде arctgxxxxxchxshxex    ),1ln(  ,")'1(  ,cos  ,sin  ,  ,  ,   

функциялардың Маклорен қатарларына жіктелуін пайдалану керек. Ал 

логаримді есептеу үшін кейбір жағдайларда  
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 қатары Тейлор қатары деп аталады. )(xRn  - Тейлор қатарының қалдық мүшесі 

дейді. 

Тейлор қатары дербес жағдайда, яғни  0 bа  болғанда Маклорен қатары 

деп аталады.
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421. xxf 5)(   функциясын  х дәрежесі бойынша жіктеу керек. 

Шешуі. Берілген функцияның және оның туындыларының 0х  

нүктесіндегі мәндерін табайық. 
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Енді функцияны Маклорен қатарына жіктейік: 
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424. )1ln()( xxf   функциясын Маклорен қатарына жіктеу керек.  
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428. е санын 0,0001 дәлдікпен есептеу керек.  
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1
8

...
32

1

!3

2
3

1
3

3

1

3

1

32

1

!2

1
3

1

3

1

32

1

3

1
18

32

1
18165125283

32

33




























































  

 

Төртінші мүше 0,0001 санынан кіші болғандықтан алғашқы үш 

мүшелерінің қосындысын аламыз, сондықтан    

 

.0825,508246,500087,008333,055285        

 

431. 
x

xx

x

sin
lim

0




 шегін табу керек.  

Шешуі. xy sin  функциясының Маклорен қатарын қолдансақ, онда  

 

.
6

1
...

!5!3

1
lim

...
!5!3

lim
2

03

53

0























x

x

хх
хx

xx
    

 

432. 
1

0

2sin dxxx  интегралын 0,001 дәлдікпен есептеу керек. 

Шешуі. xy sin  функциясының жіктелуін пайдалана отырып, 

...
!7!5!3

sin
15117

32 
xxx

xxx  қатарын аламыз. Осыдан 

.  ...
16!7

1

12!5

1

8!3

1

4

1
...

16!712!58!34
sin

1

0

1612841

0

2 

































xxxx
dxxx  
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Үшінші мүшесі 0,001 санынан кіші болғандықтан, алғашқы екі мүшесін 

алсақ жеткілікті  

1

0

2 .229,0
48

1

4

1
sin dxxx         

 

Келесі функцияларды х-тің дәрежесі бойынша қатарға жіктеу керек: 

433. ;3)( xxf    Жауабы: .)(...,
!

3ln
...

!2

3ln
3ln1

22

 x
n

xx
x

nn

 

434. ;)( 2xexf    Жауабы: .)(...,
!

32
...

!2

2

!1

2
1

22

 x
n

xxx nn

 

435. ;)( xexf    Жауабы: ....,
!

)1(...
!2!1

1
2


n

xxx n

    

436. ;)( 2/2xexf   Жауабы: ...
!2

...
!32!22!12

1
2

3

6

2

42














ï

õõõõ
ï

ï

 

437. ;sin)( 2 xxf   Жауабы:
)!2(

2
)1(...

!6

2

!4

2

!2

2 12
1

5
4

3
2

п
хх

п
п


 . 

438. ;4)(  xxf    

 Жауабы: 




















 ..

!8

)32(...531
)1(...

!38

31

!288
12 3

33

2
п

п

п х
п

п
х

хх
. 

439. ;
1

1
)(

2x
xf


    Жауабы:




0

.)1(
2пхп   

440. ;
4

1
)(

4x
xf


    Жауабы:




0

1

4

.
4п

пх
  

441. ;
1

)(
x

e
xf

x 
    Жауабы: .

!1

1


 

п

хп

   

442. );1ln()1()( xxxf    Жауабы: 
 






2

.
1

)1(
пп

х
х

п
п   

443. ;
20

9
)(

2xx
xf


   Жауабы: 
















0

4

11
.

4

1

5

)1(
x

nn

n

    

444. .
12

7
)(

2xx
xf


    Жауабы: 






















0
11

.
3

1

4

)1( n

nn

n

x  

 

Келесі функцияларды )( ax  -ң дәрежесі бойынша қатарға жіктеу керек: 

445. ;1,ln)(  axxf   Жауабы: 
 




 


1

1 .
1

)1(
п

х
п

п  

446. ;2,)(  aexf x   Жауабы: 
 




 


1

2 .
2

п

х
е

п

 

447. ;2,
1

)(  a
x

xf   Жауабы: ...)2(
16

1
)2(

8

1
)1(

4

1

2

11 32  ххх
х

. 

448. ;1,
1

)(
2

 a
x

xf   Жауабы: 



0

2 .02)1)(1( xхп
п
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449. 
x

yxf
1

),(   функциясын )1;1( P  нүктесінде дәрежесі төртінші ретті 

мүшесіне дейін жіктеу керек.  

Жауабы: 

....)1()1()1(
3

1
)1)(1()1()1()1(1),( 322  xyxyxxyxyxf  

450. xyxf y cos),(   функциясын )0;0(P  нүктесінде дәрежесі төртінші ретті 

мүшесіне дейін жіктеу керек.  

 Жауабы: ....
!3

3

!2
1),(

2322








xyyxy

yyxf  

451. хуyxf  1)1(),(  функциясын )0;0(  нүктесінде дәрежесі төртінші ретті 

мүшесіне дейін жіктеу керек.   

Жауабы: ....
2

1
1),( 2  xyxyyyxf  

452. хуеyxf ),(  функциясын )1;0(  нүктесінде дәрежесі үшінші ретті 

мүшесіне дейін жіктеу керек. 

 Жауабы: ....
2

1
)1()1(1),( 2  xyxyxyxf  

 

Келесі функцияларды x  пен y  дәрежесі бойынша қатарға жіктеп, оның 

жинақталу облысын табу керек. 

 

453. .sinsin),( yxyxf                       

Жауабы:               

       

   
 

   
 !22

1...
!62

!42!22
),(

22
1

66

4422

n

yxyxyxyx

yxyxyxyx
yxf

nn
n
























 

  yx ;  

 

454. ).(),( yxсosyxf                    

   Жауабы:          

     
 

 
 !2

1...
!6!4!2

1),(

2642

n

yxyxyxyx
yxf

n
n 










  

  yx ;  

 

455. ).sin(),( 22 yxyxf                       

Жауабы:               

     
 

 
 !12

1...
!5!3

),(

1222
1

522322
22
















n

yxyxyx
yxyxf

n

n

  yx ;  
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456. )sin(),( yxyxf   функциясын x  пен 
2


y  дәрежесі бойынша қатарға 

жіктеу керек. 

 

Жауабы:               

 
 !2

2
1...

!4

2

!2

2
1),(

242

n

yxyxyx

yxf

n

n







































 

 

Келесі сандарды 0,0001 дәлдікпен есептеу керек: 

457. ;18cos 0                                Жауабы: 0,9511.   

458. ;e                                 Жауабы:1,6487. 

459. ;2,0 arctg                                   Жауабы:0,1973.  

      460. ;2ln                                       Жауабы:0,6931. 

461. ;5ln                                 Жауабы:1,6094.  

462. ;1                                      Жауабы:1,6487. 

463. ;904                                 Жауабы:3,0801.    

464. ;1,13                                      Жауабы: 5,0666. 

465. ;
1

e
                                Жауабы: 0,6065.   

 466. ;04,1ln                                 Жауабы:0,0392. 

467. х-тің қандай мәндерінде 
2

1cos
2x

x   формуласы 0,01; ,001; 0,0001 

сандарынан артық болмайтын қателіктер жібереді?  

Жауабы: 22,0,39,0,69,0  xxх . 

468. х-тің қандай мәндерінде xx sin  формуласы 0,01; 0,001; 0,0001 

сандарынан артық болмайтын қателіктер жібереді?  

Жауабы: 08,0,18,0,39,0  xxх . 

Төмендегі шектерді Тейлор қатарының көмегімен есептеу керек. 

469. ;lim
30 x

arctgxx

x




                             Жауабы:

3

1
.  

470. ;
1

cos1
lim

0 x

x

xx 



 
                        Жауабы: 1. 

 

471. ;
sin

lim
30 x

arctgxx

x




                       Жауабы: 

6

1
. 

 472. .
sincos

lim
30 x

xxx

x




                       Жауабы: 

3

1
. 

 

 

Тейлор қатарының көмегімен төмендегі анықталған интегралдарды   

дәлдіктермен есептеу керек. 
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473.  
1

0

;0001,0,
2

dxe x            Жауабы: 0,7468. 

474.  

1

0

;00001,0,
sin

dx
x

x
        Жауабы: 0,4931. 

475.  

5,0

0

;0001,0,
sin

dx
x

x
        Жауабы:0,487. 

476.  

5,0

0

;001,0, dx
x

àrctgx
        Жауабы: 0,2483. 

477.   

25,0

0

;0001,0,1ln dxx              Жауабы: 0,071. 

478.  

25,0

0

3 ;0001,0,1 dxx               Жауабы:0,2505. 

479.  


1,0

0

;001,0,
1

dx
x

ex

              Жауабы:0,102. 

480.  


5,0

0
2

.0001,0,
cos1

dx
x

x
             Жауабы: 0,2483. 

        

Тест сұрақтары 

 

1.  Шектi есептеңiз.  
x

xy

y
x 5

)sin(
lim

5
0




 

A) 1;               B) 0;              C) 5;               D) –5;              E) –1. 

 

2.    Шектi есептеңiз. x

y
x x

y
)1(lim

3






 

A)  e;           B) e
3
;
                 

C) 2e ;              D) 0;               E) 1. 

 

3.   Есептеңiз 
y

xytg

y
x

)(
lim

0
3




 

A) 1;           B) 0;             C) 3;                  D) –3;         E)  . 

 

4.  Егер  z =f (x,y) функциясы ),( 000 yxM  нүктесiнiң маңайында анықталып, ал 

),(),(lim 00

0

0

yxfyxf

yy
xx






  болса, онда бұл функция осы нүктеде қандай болады? 

 

A) үзiлiстi;  B) үзiлiссiз;  C) шектелген;   D) дифференциалданатын;  E) өспелi. 
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5.   z = 222 yx    функциясының анықталу облысын көрсететін теңсіздікті 

табу керек. 

 

A)  x
2
+y

2
 2 ; B)  x

2
+y

2
 >2;  C) x

2
+y

2
 2 ;  D) x

2
+y

2
 2;  E)  x

2
+y

2
 <2 

 

 6.  z=x
4
cosy функциясының дербес туындыларын табу керек    

 

A) соsyx
x

z 34



,           yx

y

z
sin4




;           B) yx

x

z
cos4 3




,        yx

y

z
sin4




; 

C) yx
x

z
sin4 3




,        yx

y

z
cos4 3




;       D) yx

x

z
cos4




,          yx

y

z
sin3




; 

Е) y
x

x

z
cos

5

5





,         yx

y

z
sin4




. 

 

7.  z=ln(x
2
-y

2
) функциясының у бойынша  дербес туындысын табу керек. 

 

A) 
yxy

z

2

1
2 





;  B) 

yy

z 1





;  C) 

22

1

xyy

z







;  D)

2

2

y

x

y

z





;  Е) 

22

2

yx

y

y

z







. 

 

8.   z = 3x
2
- 4xy функциясының  

x

z




 туындысын  M(1;1) нүктесінде есептеу 

керек. 

 

A)6;                  B)2;                   C)5;               D)0;            E)8. 

 

9.    u = x 
2 
y z + x – 4 y + 2 z - 12    Табу   керек:  ?





z

u
   

A)  2xyz+1;  B)  x
2
z-4;  C)  x

2
y-2;   D)  x

2
y+2;  E)  2xyz-12. 

10.  z=3x
2
y

5
  функциясының толық дифференциалын табу керек    

A) dyyxdxхуdz 425 156  ; B) dyyxdxdz 4156  ;  C) dy
yx

dxуxdz
2

6
53

2

 ;  

D) dyydxxdz 52 33  ;    Е) dyxydxxydz 44 156  . 

 

11.  z=е
xy

  функциясының толық дифференциалын табу керек    

 

A) dyеdxеdz xyxy  ;        B) dyyedxxedz xyxy  ;   С) dyxedxyedz xyxy  ;  

D) dyxyedxxyedz xy  ;  Е) dyedxedz xy  . 

 

12.  z=yln2x  функциясының толық дифференциалын табу керек    

 

A) xdydx
x

y
dz 2ln ;     B) xdy

x

dx
dz 2ln ;   C) dyxdxdz  2ln2 ;  
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D) xdydx
x

y
dz 2ln

2
 ;   Е) ydy

x

dx
dz  . 

 

13.  u=xyz функциясының толық дифференциалын табу керек 

 

А) du=xzdx+xydy+yzdz;  B) du=xydx+xzdy+yzdz;  C) du=xdx+ydy+zdz; 

D) du=yzdx+xzdy+xydz;  E) du=yzdx+xydy+xydz. 

 

14.    z=2x
2
y+3xy

2
+x

3
 функциясының у бойынша екінші дербес туындысын табу 

керек      

A)   6х;              B) 6у;              C)3х;               D) 2у;               Е)5х. 

         

15. 223 32 yyxxz    функциясының  xxz   дербес туындысын табу керек 

 

A)  xyxz xx 43 2''   ,   B)  yxz xx 46''  ,    C) xz xx 6''  ,      D) xyz xx 4''   ,      E) 0'' xxz  

 

16.  z=соs(ax-by) функциясы берiлген. Табу керек ''

xyz
 

 

A) cosax;  B)–sin(ax-by);  C)–asin(ax-by);  D)abcos(ax-by);  E)bsin(ax-by). 

 

17.  z =2x
2 
y+xy

2  
  функциясының A(1;1) нүктесіндегі  градиентін табыңыз. 

 

A)  2 ji


 ;   B)  3 ji


 ;   C)  ji


45  ;   D)  ji


23  ;    E)  2 ji


4 . 

 

18.  u =xy+yz +xz функциясының  M(1;1;1) нүктесіндегі градиентін табыңыз. 

 

A)  2 ji


 + k


;    B)  3 ji


  - k


;   C)  ji


45  +2 k


;  D) kji


222  ;  E)  2 ji


4  

 

19.   z =x
3
+y

3
  функциясының  ( 1;1) нүктесіндегі градиентін табыңыз. 

 

A)  ji


24  ;   B) ji


2 ;    C)  ji


2 ;   D) ji


23  ;  E) ji


33  . 

 

20.  u = x y z  функциясының  (1,2,3)  нүктедегi   градиентiн табу  керек? 

 

A) kji


236  ; B) kji


32  ; С)1;         D) kjk


632  ;        Е)  0. 

21.  Егер  0lim 


n
n

u   болса,  онда  қатар 

 

А)  Жинақсыз;         В)  Жинақты;        С)  абсолюттi  жинақты;  

D)  шексiз;               Е)  шартты  жинақты. 

22.  an= 
n

n
n

2

)1(    қатарының  алғашқы  төрт  мүшесiн  жазыңыз. 

A)  .
4

1
;

8

3
;

2

1
;

2

1
 ;  B)   .

4

1
;

8

3
;1;

2

1
  ;  C)   1;2;3;4.;  D)   .

4

1
;

8

3
;

2

1
;

2

1
 ;  E)   .

4

1
;

8

3
;

2

1
;

2

1
 . 
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23.    n

n

n
)

12
(...

3
)

7

3
(

2
)

5

2
(

3

1


   қатарын  жинақтылыққа  зерттеу керек 

A) жинақсыз;  B) жинақты;  С) абсолюттi  жинақты; D) шексiз;  Е) шартты  

жинақты. 

 

24.  Коши  белгiсi  бойынша  ...)
12

1
(...

2
)

5

4
(

2
)

3

3
(

1

2







n

n

n қатарын  

жинақтылыққа  зерттеңіз. 

 

А) Жинақты;  В) Жинақсыз;  С  шартты  жинақты;  D) абсолют  жинақты; Е) 

шексiз. 

 

25.   


1

1

n
n

   гармоникалық  қатары 

 

А)  Жинақты;                     В)  Жинақсыз;       С)  абсолют  жинақты;   

D)  шартты  жинақты;         Е)  дұрыс жауабы жоқ; 

 

26.  


 



1 1

32

n n

n
  қатарын жинақтылыққа зерттеу керек 

 

A) шартты жинақталады;       B) бірқалыпты жинақталады 

C) абсолютті жинақталады;   D) жинақталады;     E) жинақталмайды. 

 

27.   Қатар жинақтылығының қажетті шарты 

 

А)  SSim n
n




 ;         В)  0


n
n

Uim ;        С)  1


n
n

Uim ; 

D)  



n

nimU ;        Е)  


n
n

Sim . 

28.   ,1 


n

n

n U

U
im <1 болғанда қатар жинақталады. Бұл қатар жинақтылығының 

... 

 

А.) Даламбер белгісі;        В)  Коши белгісі;             С)  Лейбниц белгісі; 

D) Вейерштрасс белгісі;    Е)  Интегралдық белгі. 

 

29.  , 


n
n

n
Uim  <1 болғанда қатар жинақталады. Бұл-қатар 

жинақтылығының ... 

 

А)  Даламбер белгісі;         В)  Коши белгісі;           С)  Лейбниц белгісі; 

D) Вейерштрасс белгісі;    Е) Интегралдық белгі. 
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30.   ...
9

1

7

1

5

1

3

1
1        қатарының жалпы мүшесін табу керек 

А)  
n2

1
;      В)  

n2

1
;    С)  

12

1

n
;     D)  

n

1
;   Е) 

!

1

n
. 

 

31. 


1 2

1

n
nn

   қатарының U5  мүшесін жазу керек 

 

А)  1/110;  В)  1/20;  С)  1/120;  D)  1/160;  Е)  1/170. 

 

32.   Егер таңбасы ауыспалы  а1 - а2 + а3 - а4 +...  ,    аn0 ,  қатарының мүшелері     

     а1а2а3 ... және 0


n
n

aim  болса, онда берілген қатар жинақталады 

     Бұл – 

 

А)  Даламбер белгісі;          В)  Коши белгісі;             С)  Лейбниц белгісі; 

D) Вейерштрасс белгісі;     Е)  Интегралдық белгі. 

33.  


1 2n
n

n

n

x
 дәрежелік  қатарының  жинақталу интервалын табу керек. 

 

А)  )2;2 ;      В)   1:0 ;       С)  1:1 ;     D) (0;1);    Е) ( 1; 2). 

  

34.  ...
!4!3!2

1
432


xxx

x  дәрежелік  қатары қандай функция үшін  Тейлор 

қатары  болады? 

 

А) Sin x;          B) cos x;        C) sh x;      D) ch x;     E) e
x
. 

 

 35.  ...
!7!5!3

753


xxx

x    дәрежелік  қатары қандай функция үшін Тейлор қатары 

болады? 

 

А) Sin x;          B) cos x;        C) sh x;      D) ch x;     E) e
x
. 

 

36 )(xf   cosх   функциясын  Маклорен  қатарына  жiктеу керек. 

А) x- 
!3

3
x


!5

5
x ...

!7

7


x
;      В) 1- 

!2

2
x

!4

4
x -

!6

6
x +... ;  С) 1+

!1

x
+ ...

!3

3

!2

2


xx ;       

D) x+ ...
!5

5

!3

3


xx ;             Е) 1+ ...
!6

6

!4

4

!2

2


xxx
    

 

37.  Оң мүшелi  
1

n

n

a




 және 
1

n

n

b




  қатарларының мүшелері an  bn    шартын  

қанағаттандырады.  Егер 
1

n

n

b




 қатары жинақталса,онда...; 
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A)  
1

n

n

a




  жинақталады;                    B)  
1

n

n

a




  жинақталмайды; 

C)  
1

n

n

a




  шартты жинақталады;      D)  
1

n

n

a




  бірқалыпты жинақталады; 

E)  
1

n

n

a




   абсолюттi  жинақталады. 

 

38.   2

0

...n

n

aq a aq aq




     қатары жинақталады, егер:  

 

A)  1q  ; B) ;1q      C) 1q  ;     D) 1q  ;   E)  q . 

 

39.  f(x) = e
-x   

функциясын x- тің дәрежесі бойынша қатарға жіктеу керек. 

 

A) x - ...
!7!5!3

753


xxx

 ;       B) ...
!7!5!3!1

8642


xxxx

 

C) 1-x + ...
!3!2

32


xx

 ;            D) ...
!6!4!2

753


xxx

x  

E)   1 + ...
!4!3!2

1 32


xxx

x
 

40.  














...)

1
2

13
(...

2
)

1
2

13
(

1
2

13 n

xx

x

xx

x

xx

x             функционалдық қатары  х=3  

нүктеде  жинақтала ма?  

 

А)   Жинақты;                  В)   Жинақсыз;                      С)   Абсолют  жинақты; 

D) Шартты  жинақты;    Е)   Бірқалыпты жинақталады. 

 

Жауаптары 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

С B C A С A Е B D A 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

C A D A B D C D Е A 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

A A B A B Е B А B C 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

D C A Е A D Е B C A 
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