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КІРІСПЕ 

 

 Бүгінгі таңда ғылым мен техниканың, ЭЕМ – нің қаркынды дамуына зор 

үлес косатын болашақ математика мамандарын дайындауда «Математикалық 

есептерді шешу практикумы» пәнінің маңызы зор. Бұл пән  математиканы 

оқыту әдістемесі мен негізгі математика курстарын байланыстырушы пән. 

Пәннің негізгі мақсаты мектеп математика курсы бойынша алған білімдерін 

кеңейтіп, тереңдетіп, студенттердің математикадан есептер шығаруда 

икемділігін, машығын, білімі мен біліктілігін қалыптастыру. 

Математика мамандықтары студенттерінің жалпы математикалық 

дайындығын қамтамасыз етуде «Есептерді шешудің әдістемелік негіздері» 

пәнінің алатын орны ерекше. Студенттерді іргелі, негізгі математикалық 

пәндерді оқып білуге дайындайды. Сонымен қатар студенттердің мектеп 

математика курсы бойынша алған білімдерін, машықтарын, икемдіктерін 

жүйелеуді;  стандарт және стандарт емес математикалық есептерді шешу 

техникасында тәжірибелік дағдыларды игеруді; оқу-танымдық белсенділігін 

дамыту мен қалыптастыруды мақсат етеді. 
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I  Алгебра 

 

1.1 Теңбе-тең түрлендірулер. Рационал және иррационал өрнектерді теңбе-

тең түрлендіру. Көрсеткіштік және логарифмдік өрнектерді теңбе-тең 

түрлендіру. 

 

Математика курсының алгебралық есептерін шешуде құрамында ең 

болмағанда бір айнымалысы бар кӛпмүшені екі  немесе бірнеше 

кӛпмүшелердің, немесе кӛпмүше мен бірмүшенің кӛбейтіндісі түрінде жазуға 

болады. Кӛпмүшелерді кӛбейткіштерге жіктеуде әр түрлі әдістерді 

пайдаланады, атап айтқанда ортақ кӛбейткішті жақша сыртына шығару; 

кӛпмүшенің ұқсас мүшелерін топтау; ауыстыру; қысқаша кӛбейту формуларын 

пайдалану және т.б. әдістер. 

Мысалы: 

1. 222222 )(4 acbcbA  b кӛпмүшесін кӛбейткіштерге жіктеу керек. 

).)(())((

))()((_))(())((

))(())(()2()2(2(

)).(2()()2()(4

2222

2222222222222

22222222222222

acbcbacbacba

acbacbcbaacbcba

acbcbaacbbcacbbcacbbc

acbbcacbbcacbcbA









 

1-анықтама. Бүтін кӛрсеткішті дәреже, кӛбейту, азайту, қосу, бӛлу, 

амалдарымен берілген ӛрнекті рационал ӛрнек дейді. Рационал ӛрнекті 
)(

(

XQ

XP
 

түрінде жазады. )(XP  және )(XQ -функциялар. 0)( xQ       

2–анықтама. Егер жоғарыда аталған амалдармен қоса түбір таңбалы 

амалдар да берілсе, онда ол ӛрнекті иррационал ӛрнек деп атайды. Мысалы, 

 32

2

1
532 acdba  бүтін рационал ӛрнек, ал 





xyx

yxyx
2

22

 бӛлшек-рационал 

ӛрнек,  




cba

yx
иррационал ӛрнек. 

3-анықтама. Алгебралық ӛрнектің мәні болатын айнымалының мәндерін 

айнымалының мүмкін мәндері деп атайды. Айнымалының барлық мүмкін 

мәндерінің жиыны ӛрнектің анықталу облысы деп аталады. Мысалы, 

)2)(1(

12





xx

x
 ӛрнегі 1x , 2x болғанда анықталған. 

4-анықтама. Айнымалының барлық мүмкін мәндерінде тура болатын 

теңдікті теңбе-теңдік деп атайды.  

5-анықтама. Егер екі ӛрнек жеке-жеке бір ғана ӛрнекке теңбе-тең болса, 

онда олар ӛзара теңбе –тең болады. 

6-анықтама. Бір ӛрнекті оған теңбе-теңбе ӛрнекпен ауыстыру оны теңбе-

тең түрлендіру деп атайды. Кез келген рационал ӛрнектерді түрлендіру 

рационал бӛлшектерді қосуға, азайтуға, кӛбейтуге, бӛлуге және дәрежелеуге 

келтіріледі. 
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Теңбе-тең ұғымы салыстырмалы ұғым. Бір сан жиынында екі ӛрнек теңбе-

тең, ал екіншісінде теңбе-тең болмауы мүмкін. 

Кейбір түрлендірулер барысында ӛрнектің анықталу облысы ӛзгеруі мүмкін, 

сондықтан ӛрнекті түрлендіргеннен шыққан жаңа ӛрнек пен берілген ӛрнек 

қандай жиында теңбе-тең болатындығын анықтау кажет. Мысалы, 

)2)(1(

1
)(

3






xx

x
xP ӛрнегі 2x  болғанда анықталған. Алғашқы ӛрнек пен соңғы 

ӛрнек: );1()1;2()2;(  UU  жиынында анықталған. 

7-анықтама.  Айнымалыдан түбір табу, немесе айнымалыны рационал 

дәрежеге шығару амалдарымен берілген алгебралық ӛрнекті осы айнымалыға 

қатысты иррационал ӛрнек деп атайды. 

Егер 0a  және 1, nNn болса, онда aX n   

Теңдік орындалғанда тек бір ғана оң X саны болады. Осы X санын оң a  

санының n ші дәрежелі арифметикалық түбірі деп атайды да, n
aX деп 

белгілейді. 






болса сан так-n егер a,

болса сан жуп-n  егер ,a
a

n n  

Түбірдің қасиеттері: 

Егер 0,0  ba  болса, онда  

 1
0
. nnn baba   

 2
0
. 0,  b

b

a

b

a
n

n

n  

Ескерту. Егер  0,0  ba болса, онда 00 2,1 қасиеттері: nnn baba  ; 

n

n

n

b

a

b

a
  түрінде болады.  

.30 n mkkn m aa )(  

.04 kn mn k m aa   

.50













болсасантакmегерa

болсасанжупmегерa
a

n k

n k

mk mk

,,

,,,
 

 

Ескерту. Егер түбір кӛрсеткіштері тақ сан болса, онда 00 51   қасиеттер 

0,0  ba және 0ab үшін орындалады. 

Иррационал ӛрнек әріптермен берілсе және оның сан мәндерінің жиыны 

берілмесе, онда алдын-ала иррационал ӛрнектің анықталу облысын нақты 

сандар жиынында анықтаймыз. Иррационал ӛрнектерді түрлендіруде түбірдің 

анықтамасын, қасиеттерін пайдаланамыз, сонымен қатар бӛлшектің алымын, 

бӛлімін иррационалдықтан құтқаруды, күрделі квадрат түбірлерді түрлендіруді, 

рационал кӛрсеткішті дәрежеге амалдар қолдануды және т.б. пайдаланамыз. 

Кӛрсеткіштік және логарифмдік ӛрнектерді түрлендіруде олардың 

анықтамаларын, негізгі қасиеттерін білу керек, себебі олар есеп шығару 

барысында пайдаланады. 
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1.2. Теңсіздіктерді дәлелдеу. 

 

Берілген жиында теңсіздіктердің дұрыстығын дәлелдейміз. Егер есептің 

шартында жиын кӛрсетілмесе, онда теңсіздіктегі айнымалылар кез келген 

нақты мәндерді қабылдауы мүмкін. 

Теңсіздіктерді анықтаманың кӛмегімен, синтетикалық әдіспен, қарсы жору 

әдіспен, математикалық индукция әдісімен дәлелдеуді қарастырамыз. 

Теңсіздіктің анықтамасы бойынша, егер ba  болса, онда ba  болады деп 

есептеледі. Осы әдісті )()(),()()( xgxfxgxgxf   теңсіздіктерін дәлелдеуді 

пайдаланады. Күрделі есептер, яғни теңсіздіктер және тағы басқалардың 

кӛмегімен тиімді шешуге болады. Мысалы, маңызды ұғым Коши теңсіздігін 

студенттерге мектеп математика курсынан белгілі сандардың арифметикалық 

және геометриялық орталары ұғымы арқылы түсіндіреміз. 

0,...0,0 21  naaa болсын, арифметикалық ортасы: 
 

n

aaa
A n

n




...21 ; 

 

ал геометриялық ортасы: nn aaaaG  ...321  

nn GA  (әрқашан). Егер 2n  болса 


21
21

2
aa

aa
Коши теңсіздігі  (1). 

     2121 2 aaaa   

  .02)( 21

2

2

2

1  aaaa  

  0
2

21  aa  (ақиқат).                                                                                                       

Егер aa 1 және 
a

a
12  десек, (1)-ден )2.(0,2

1
a

a
a  ал ,0a онда .2

1


a
a )3(  

 

1-анықтама. Кейбір теңсіздіктердің ақиқаттылығына сүйеніп, берілген 

теңсіздікті дәлелдеуді синтетикалық әдіс деп атайды. 

Негізгі (тірек) теңсіздіктеріне А) 02 a ; Ә)  0,0,
2




baab
ba

; 

Б) 0,0 ab
a

b

b

a
 ; В) ,02 cbxax   0a  және .042 acb  жатады. Мысалы. 

Теңсіздікті дәлелде: 4 ,
4

abcd
dcba



.0,0,0,0  dcba  Дәлелдеуі. Негізгі 

(тірек) етіп Коши теңсіздігін аламыз. 

222

22 dcba

dcba












; ал ab
ba




2
және cd

dc




2
олай болса,  

4 ,
2

22 abcd

dcba








бірақ 
42

22 dcba

dcba









 сонымен .
4

4 abcd
dcba
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Дәлелдеуді талдап, теңсікдіктегі теңдік таңбасы dcba  , және 
22

dcba 



 

болғанда ғана, яғни dcba   болғанда ғана орындалады деген қорытындыға 

келтіреміз. 

Қарсы жору әдісімен келесі теңсіздікті дәлелдейік. 

2. Теңсіздікті дәлелде:     ,
1

cdabdbca  .0,0,0,0  dcba  

Дәлелдеуі. Қарсы жорып, теріс емес dcba ,,, мәндерінің жиыны бар болсан, 

берілген теңсіздік үшін, яғни   

                                      cdabdbca    орындалсын.  

Осы теңсіздіктің екі жақ бӛлігі де теріс емес, онда оларды квадрат дәрежеге 

дәрежелейміз: 

    abcdcdabdbca 2  болады, бұдан ,2 abcdadBc      cdab
adbc





2

 

 

Коши теңсіздігіне қайшы. Олай болса біздің жоруымыз дұрыс емес. Ендеше, 

берілген теңсіздік ақиқат. 

2-анықтама. Индукция деп дербес пікірлерден қандай да бір жалпылама 

қорытындыға келтіретін пайымдаулар әдісін атайды. 

Математикалық индукция әдісі былайша тұжырымдалады: Nn  санына 

тәуелді пікір  nA   кез келген n үшін: 

1) 1n  үшін ақиқат; 

2) kn   үшін де ақиқат болатындығынан k -кез келген натурал сан   оның 

келесі 

3) 1 kn  саны үшін де ақиқаттығы шығатын болса, онда  nA  пікірі кез 

келген натурал n  үшін ақиқат болады. 

Алдымен, дәлелденетін пікір 1n  үшін дәлелденеді (тексерілді). Мұна 

индукция базисі деп атайды. Индукцияның келесі дәлелденетін бӛлігін 

индукциялық қадам деп атайды, мұнда kn  үшін )(nA  тұра деп ұйәарылып, 

1 kn  үшін )(nA  тура болатындығы, яғни )1(  kAkA екендігі дәлелденеді.  

Математикалық индукция принципі негізінде Бернулли теңсіздігін 

дәлелдеуге болады: 1x және кез келген натурал n үшін ,1)1( nxx n   )3(  

орынды. 

(3)-те  0x немесе 0n  болғанда теңсіздікке айналады. 

(3)-тен басқа құрамында екі теңсіздігі бар Бернулли теңсіздігі бар: егер 

0p немесе 1p болса, онда ,1)1( pxx p    )4(   

егер  ,10 p  онда ,1)1( pxx p   .1x   )5(  

(4) және (5) теңсіздіктер 0x болғанда теңдік орындалады. 

(3) теңсіздікті nxx n  1)1(  дәлелдейік. Дәлелдеуі. 1) 1n болғанда  3  теңбе 

теңдікке айналады xx  11  

2). kn   үшін ақиқат, яәни     .1)1( kxx k    )6( . 

3) 1 kn үштін де орындалады делік, яғни .1)1( 1 xkxx k    7 . 

.)1)(1()1( 1 kk xxx   даудан,  
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 6  дан .1)1)(1()1( 21 kxxkxkxxx k   шығады. ,02 kx  онда  7  

теңсіздік шығады. Олай болса, математикалық индукция принципі негізінде  3  

Бернулли теңсіздігі кез келген натурал n үшін дұрыс. 

2. 50305 a , 602010 b  сандарын салыстырындар. 

Шешуі. a және b  сандарын кемімен, артығымен бағалаймыз. 

175030514

8507

6305

,352

**









               

1760201014

8607

5204

4103










 

Алынған мәндерін салыстыру мүмкін емес, бірдей. Енді ba, сандарын 0,1 

дейінгі дәлдікпен салыстырамыз. 
 

9,14503056,14

1,7507

5,5304,5

3,252,2










               

5,156020102,15

8,7607,7

5,4201,4

2,3101,3










 

 

Сонымен 6,14(a ; )9,14 , ал ),5,15,2,15(b ba  болады. 

3. Сандарды салыстыр: ,0
5log

35log3log

5log

8log
3log8log3log

2

22

2

2
252 


 олай 

болса ba  . 

2-тәсіл. a және b  сандарын 1-ге дейінгі дәлдікпен бағалаймыз. 

,4log3log2log 222   яғни 21  a  

,25log8log5log 555  яғни .21  b  

)2;1(, ba  ba,  сандарының әрқайсынан осы аралықтан (интервалдың) 

ортасымен, 
2

3
санымен саластырамыз. 

2

3
3log 2  делік, сонда 892323 322

3

  ,89
2

3
 a  онда    


2

3
a теңсіздігі тура. 

Енді 
2

3
b десек, 125645858

2

3
8log 322

3

   

 Енді 
2

3
b  десек, 125645858

2

3
8log 322

3

5  . Соңғы теңсіздік дұрыс 

емес, қате, 
2

3
b  дегеніміз қате, олай болса, 

2

3
b . Сонымен, baba  ,

2

3
,

2

3
 

болады. 
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1.3 Теңдеулер, теңдеулер мен теңсіздіктер жүйелерін шешу. 

 Рационал теңдеулер. Айнымалысы модуль таңбасына тәуелді теңдеулер. 

 

1 – анықтама. Егер екі теңдеудің түбірлерінің жиыны бірдей мәндес теңдеулер 

деп атайды.  

 Мысалы, 0log3 x  және 1x  (әрқайсысының бір әана 1x  түбірі бар) 

теңдеулері мәндес теңдеулер. 

2 – анықтама. Егер бірінші теңдеудің екінші теңдеудің  де шешімі болса, онда 

екінші теңдеуді бірінші теңдеудің салдары деп атайды.  

Оны мына түрде          xqxfxqxf 11   

3 – анықтама. Егер    xqxf   және    xqxf 11   теңдеулері мәндес болса, онда 

олардың әрқайсысы екіншісінің салдары болады.  

Бұл жаәдайда  
           xqxfxqxf 11   

түрінде жазады. 

4 – анықтама.   0 x  және  
 
 

  0,0 


xQ
xQ

x
 түріндегі теңдеулерді рационал 

теңдеулер деп атайды, мұндағы    xQx ,  - кӛпмүшелер. 

 Бүтін рационал теңдеулерді шешу барысында орындалатын 

түрлендірулер бастапқы теңдеуге мәндес теңдеулерді шешуге келтіріледі. 

Сондықтан табылған түбірлерді тексере бермейді. Ал, бӛлшек – рационал 

теңдеулерді шешуде теңдеудің екі жағын да бір ғана ӛрнекке  xQ -ке кӛбейтсек, 

бӛгде түбір пайда болуы мүмкін. Сондықтан бӛлшек – рационал теңдеуді 

шешуде, оның табылған түбірлерін теру қажет. 

 Рационал (және басқа да) теңдеулерді шешуде негізгі әдістер: 1) 

кӛбейткіштерді жіктеу; 2) жаңа (кӛмекші) айнымалы енгізу. 

 Кӛбейткіштерге жіктеу әдісі, негізінен,  егер   0xf  болса, 

       xfxfxfxf n ....21  кӛбейткіштерге жіктелсе, онда   0xf , (1) теңдеуінің 

шешімі       0;....;0;0 21  xfxfxf n , (2) теңдеулер жиынтығының шешімі 

болады. Керісінше ұйғарым дұрыс емес: (2) теңдеулер жиынтығының кез 

келген шешімі (1) теңдеуге шешім бола бермейді. 

1. Теңдеуді шешіңдер: ,02
1

223
2

2


















x

x

x

xx
  (3) 

2.  

Шешуі. (3) теңдеу  


















.0
1

2

,0
23

2

2

x

x

x

xx

                   (4) 

 

теңдеулер жиынтығын шешуге келтіріледі. (4) теңдеулер жиынтығының 

шешімі: 
2

1
,0,2,1 4321  xxxx . 
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 Бірақ 1x  болғанда, 
1

2





x

x
 ӛрнегі анықталмаған, ал 0x  болғанда 

x

xx 232 
 ӛрнегі анықталмаған. 

 Сонымен, 0,1  xx  мәндері берілген теңдеудің түбірлері болмайды. 

Жауабы: 
2

1
;2  xx . 

 Жалпы, берілген (1) теңдеуді кӛбейткіштерге жіктегенде пайда болған (2) 

теңдеулер жиынтығының табылған түбірлерінің (1) теңдеудің анықталу 

облысына енетін түбірлері ғана шешімі болады. 

3. Теңдеуді шешіңдер:    1232 22  xxxx  

Шешуі. yxx 2 - мен белгілейміз,    1232  yy  немесе 0652  yy . 

61 y  және 12 y  түбірлерін белгілеуге апарып қоямыз, берілген 

теңдеумен мәндес теңдеулер жиынтығын шешеміз: 




 






















жок шешімі тендеуінін

3;2

01

,06

1

,6 21

2

2

2

2 xx

xx

xx

xx

xx
 

Берілген теңдеудің түбірлері 21 x   және 32 x  сандары болады. 

Жауабы: 3;2 21  xx . 

 Айнымалысы модуль таңбасына тәуелді теңдеулерді шешуде кӛбінесе, 

келесі: 1) модульді анықтамасы бойынша ашу; 2) теңдеудің екі жағын да 

квадраттау; 3) аралықтарға бӛлу әдістерін пайдаланады. 

    xqxf  , (5) теңдеуін ӛзімен мәндес теңдеулер жүйесінің жиынтығымен 

ауыстыру әдісімен шешеді.  

1-тәсіл.    

   
 

   
 




























0

,

,0

,

xf

xqxf

xf

xqxf

xqxf  

2-тәсіл.    

   
 

   
 




























0

,

,0

,

xq

xqxf

xq

xqxf

xqxf  

3-тәсіл. Егер (5) теңдеудің екі жаәындаәы ӛрнектердің таңбасы бірдей болса, 

онда (5) теңдеуі келесі теңдеумен мәндес. 

       22
xqxf  . 

  ,, Rbbxf     (6) теңдеуінің  

а) 0b  болғанда шешімі болмайды; 

ә) 0b  болғанда,   0xf  теңдеуімен мәндес; 

б) 0b  болғанда (6) теңдеу 
 
 









bxf

bxf ,
 теңдеулер жиынтығымен мәндес. 
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0

,

,0

,

x

xqxf

x

xqxf

xqxf                 (7) 

  

     

    
 

    
 




























0

,

,0

,

xf

xqxfh

xf

xqxfh

xqxfh        (8) 

 

мұндағы gfh ,,  - функциялар. 

3. Теңдеуді шешіңдер: 424  xxx  

Шешуі. 

 

  























































жок шешімі                       02

,4

4242

,4

424

,04

,424

,04

424

x

x

xx

x

xxx

x

xxx

x

xxx  

 

ал 
 

 

0

04

,2

,4

,44

,2

,4

4242

,042

,4

,4242

042

,4

4242

,4






























































































x

x

x

x

x

x

xx

x

x

xx

x

x

xx

x
 

 

Берілген теңдеудің түбірі 0x . 

Жауабы: 0x . 

 

1.4  Рационал теңдеулер жүйесі.  

1.5 Рационал теңдеулер жүйесін шешудің негізгі әдістері 

 

1   – анықтама. Егер екі жүйенің шешімдерінің жиыны бірдей болса, онда 

оларды мәндес теңдеулер жүйесі деп атайды. 

1 – анықтама. Екінші жүйе бірінші жүйенің салдары және бірінші жүйе 

екінші жүйенің салдары болса, онда бұл екі жүйе мәндес. 

Жүйені шешуде оны түрлендіріп, бастапқы жүйенің салдары болатын 

жүйеге келтіреміз, жаңа жүйенің табылған шешімін міндетті түрде алғашқы 

жүйедегі айнымалының орнына апарып қойып тексереміз. 

 Теңдеулер жүйесін шешуде пайдаланатын теоремаларды қарасырайық. 
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1 – теорема. Егер    yxqyxf ;; 11
  теңдеуі    yxqyxf ;; 11   теңдеуімен 

мәндес (немесе оның саладры), ал    yxqyxf ;; 22
  теңдеуі    yxqyxf ;; 22   

теңдеуімен мәндес (немесе салдары) болса, онда  

 

 
   

   







yxqyxf

yxqyxf

;;

;;

22

11  

 

жүйесі  

 
   

   







yxqyxf

yxqyxf

;;

;;

22

11  

 

жүйесімен мәндес (немесе оның салдары) 

 

2– теорема. Егер    yxqyxf ;;   теңдеуі    yxqyxf ;; 11   және    yxqyxf ;; 22   

теңдеулерінің салдары болса, онда келесі жүйелердің  

 
   

   







yxqyxf

yxqyxf

;;

,;; 11    және    
   

   







yxqyxf

yxqyxf

;;

;; 22  

әрқайсысы 

 
   

   







yxqyxf

yxqyxf

;;

,;;

22

11                  (1) 

(1) жүйенің салдары, ал  

   

   

   













yxqyxf

yxqyxf

yxqyxf

;;

,;;

,;;

22

11

 

жүйесі (1) жүйемен мәндес болады. 

 Дербес жағдайда (1) жүйенің салдарлары мынадай жүйелер болады: 

 

 
   

       







yxqyxqyxfyxf

yxqyxf

;;;;

,;;

2121

11                 (2) 

 
   

       







yxqyxqyxfyxf

yxqyxf

;;;;

,;;

2121

1                    (3) 

 
   

     







2

2

2

2

11

;;

,;;

yxqyxf

yxqyxf
                                   (4) 

  

Егер бір мезгілде   yxf ;2   және  yxq ;2  екі ӛргенін нӛлге айналдыратын 

 yx;  қос салдары болмаса, онда  

   yxqyxf ;

1

;

1

22

  теңдеуі    yxqyxf ;; 22   теңдеуі мәндес. Олай болса (1) жүйемен 

келесі жүйе  
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yxqyxf

yxqyxf

;

1

;

1

,;;

22

11

 

 

мәндес. Оның салдары, ӛз кезегінде  

 

   

   

 
 

 
 












yxq
yxq

yxf
yxf

yxqyxf

;

1
;

;

1
;

,;;

2

1

2

1

11

 

 

жүйесі болады. Сонымен мынадай қорытындыға келеміз: 

 Егер бір мезгілде  yxf ;2   және  yxq ;2  екі ӛрнегін нӛлге айналдыратын 

 yx;  қос саны болмаса, онда  

 

   

   

 
 

 
 












yxq

yxq

yxf

yxf

yxqyxf

;

;

;

;

,;;

2

1

2

1

11

                    (5) 

 

жүйесі (1) жүйенің салдары болып табылады. 

 Есеп шығаруда пайдалы келесі ұйғарымдарды атап ӛтейік: 

1. (2) жүйе (1) жүйемен мәндес. 

2. Егер    yxqyxf ;; 11   теңдеуінің екі жағын да бір мезгілде нӛлге 

айналдыратын  yx;  қос саны болмаса, онда (3) жүйе (1) жүйемен мәндес. 

3. Егер кез келген yx,  үшін (1) жүйенің анықталу облысында 

    0;; 22  yxqyxf  теңсіздігі орындалса, онда (4) жүйе (1) жүйемен мәндес. 

4. Егер (1) жүйенің екінші теңдеуінің екі жаәын да бір мезгілде нӛлге 

айналдыратын  yx;  қос саны болмаса, онда (5) жүйе (1) жүйемен мәндес. 

Енді 1 –теорема мен 2 – теоремадан шығатын таәы бір теореманы атап ӛтейік. 

2 –теорема. Егер 

   

   

   













yxqyxf

yxqyxf

yxqyxf

kk ;;

;;

;;

22

2222

2121

 

теңдеулер жиынтығы     yxqyxf ;; 22   теңдеуімен мәндес (немесе оның 

салдары) болса, онда келесі теңдеулер жүйесінің жиынтығы 

 

   

   







;;;

,;;

2121

11

yxqyxf

yxqyxf
       

   

   







;.......;;;

,;;

2222

11

yxqyxf

yxqyxf    

   







;;;

,;;

22

11

yxqyxf

yxqyxf

kk

 

 

(1) теңдеулер жүйесімен мәндес (немесе оның салдары) болады. 

Дербес жағдайда,  

 
   

     







0;....;;

;;

22221

11

yxfyxfyxf

yxqyxf

k
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жүйесінің салдары 

 
   

 







;0;

,;;

21

11

yxf

yxqyxf
      

   

 







;......;0;

,;;

22

11

yxf

yxqyxf
       

   

   







yxqyxf

yxqyxf

kk ;;

,;;

22

11  

 

жүйелер жиынтығы болады. 

 Теңдеулер жүйесін шешудің негізгі үш әдістері: 1) жүйені сызықтық 

түрлендіру (немесе алгебралық қосу әдісі); 2) ауыстыру әдісі; 3) айнымалыны 

ауыстыру (кӛмекші айнымалы енгізу) әдісі. 

 Есептер шығару барысында осы әдістерді пайдаланамыз. 

3– анықтама. Екі айнымалысы бар біртектес екі теңдеулер жүйесі деп  

 























dybxybyxbyxbxb

cyaxyayxayxaxa

n

n

n

n

nnn

n

n

n

n

nnn

1

1

22

2

1

10

1

1

22

2

1

10

...

,....
 

 

түрінде берілген жүйені айтады (екі еңдеудің де сол жақ бӛлігі n -ші дәрежелі 

екі айнымалысы бар кӛпмүше). Біртектес жүйелерді екі әдісті қиыстыру 

арқылы шешеді. Сызықтық түрлендіру және жаңа айнымалы енгізу. 

4 – анықтама. Екі айнымалысы бар ӛрнектегі айнымалының біреуін екіншісімен 

және екіншісін бірінші айнымалысымен ауыстырғаннан ӛрнек ӛзгермейді. 

Мұндай ӛрнектерді симметриялы ӛрнектер деп атайды. 

Мысалы,   5;17; 3333  yxyxyyxxyxf  

5 –анықтама. Барлық симметриялы теңдеу болатын теңдеулер жүйесін 

симметриялы теңдеулер жүйесі деп атайды. 

6 –анықтама. Екі айнымалысы бар негізгі симметриялы кӛпмүшелер деп yx   

және yx   -ті есептейді. 

 Симметриялы кӛпмүшенің басқа мүшелері оның негізгі мүшелері арқылы 

ӛрнектеледі. vxyuyx  ,  арқылы ауыстырып есептерді шығарады. 

Мысалы:  

  ;22 2222 vuxyyxyx            vuxyyxyxyx  2222  

 

Теңдеулер мен оның жүйелерін құруға берілген есептер 

 

Теңдеулер (немесе теңдеулер жүйесін) құруға берілген есептерді шешу 

бірінші кезеңнен тұрады: 

1) Есептің шартын талдау.  Егер есепте параметрлер болса, олардың бір – біріне 

тәуелді немесе тәуелсіз есепте сипатталып отырған құбылыс, процесс, оқиға 

іске асуы үшін олар қандай мәндер қабылдай алады, тәуелді параметрлер 

арасында қандай байланыс болуы керек? (Параметрлер үшін мүмкін мәндерінің 

облысын тағайындау). Есепте қанша және қандай белгісіздер бар? Сипатталып 

отырған құбылыс іске асуы үшін белгісіздер қандай мәндер қабылдай алады, 

белгісіздер мен парамертлер арасында қандай байланыс болуы керек? 

 Есеп шартының барлық талдауы ауызша, ал белгісіздер үшін мүмкін 

мәндер облысын анықтау әдетте теңдеуді құрумен бірге жүргізіледі. 
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2) Теңдеу (немесе теңдеулер жүйесін) құру. Теңдеуді құру үшін негізгі 

белгісізді (немесе жүйе құру  керек болған жағдайда негізгі белгісіздерді) 

таңдап алу және белгілеу. 

 Қалған белгісіздерді таңдап алынған параметрлар арқылы ӛрнектеу. 

Теңдеуді (немесе жүйені) құруды толық түсіндіру. 

3) Құрылған теңдеуді (немесе жүйені) шешу. 

4) Зерттеу. 

 Әр теңдеудің (немесе жүйенің) табылған шешімінің белгісіздің мүмкін 

мәндер облысында жататын, жатпайтындығын анықтау керек. Егер шешім 

белгісіздің мүмкін мәндер облысында жатса, параметрлердің барлық мәндері 

үшін жата ма, барлық мәндері үшін орындалмаса, параметрлердің қандай 

мәндері үшін әр шешім белгісіздің мүмкін мәндер облысында жататындыәын, 

қандай мәндері үшін мүмкін мәндер облысында жатпайтындығын табу. 

 Зерттеу қорытындысында теңдеудің (немесе жүйенің) табылған 

шешімдерінің қандай жағдайларда есеп сұрағына жауап бола алатындығын 

кӛрсету керек.  

5) Тексеру (міндетті емес кезең). 

6) Жауап. 

 Әр уақытта кӛрсетілген схемаға сүйену міндетті емес, пайда кезеңдердің 

орнын ауыстырған қолайлы болады. Мысалы, тәжірибеде бірінші кезеңді 

екінші кезеңнен кейін, тіпті кейде оны үшінші кезеңнен кейін орындайды.  

 Сандық қатыстарға берілген есептер мазмұнына теориялық арифметика 

материалдары енетін есептер жатады. Бірлік, ондық, жүздік т.с.с. разрядтар 

белгісіз ретінде алынып, сол арқылы кӛп таңбалы сандар табылады. 

 Арифметикалық, геометриялық прогрессияға берілген есептер, негізінен 

осы прогрессиялардың анықтамасына, қасиеттеріне, n -ші мүшесін, 

қосындысын т.б. табуға араласқан есептер болып келеді. 

 Бірлесіп істелетін жұмысқа берілген есептердің мазмұны, негізгі 

компоненттері жұмыс (орындалатын жұмыс кӛлемі), уақыт (барлық жұмысты 

орындауға кететін уақыт) және еңбек ӛнімділігі (бірлік уақытта орындалатын 

жұмыс шамасы) болып табылады. 

 Мұндай есепте барлық орындайтын жұмыс кӛлемін 1 деп есептейді. 

Барлық жұмысты орындауға кететін уақытты -  t -мен, бірлік уақытта 

орындалатын жұмыс ӛнімділігін V -мен белгілесек, онда оны 
t

V
1

  түрінде 

жазамыз. 

 Қорытпа мен қоспаға берілген есептер шартында құрамында екі немесе 

бірнеше заттардың қорытпасы немесе қоспалары туралы айтылады. Осындай 

есептерді шешу аралас қоспа, қорытпа, процентті мазмұнды, “сынама” т.б. 

ұғымдармен байланысты және келесі жорамалға негізделген: 

1. Қарастырылатын қоспа (қорытпа, ерітінді) біртекті. 

2. Сыйымдылық  бірлігі ретінде алынған литр мен масса бірлігі арасындағы 

айырмашылық жасалмайды, яғни кӛлемдері 1V   және 2V  екі ерітіндінің 

қосындысы қоспа болады, кӛлемі 21 VV   - тең. 



 16 

1.6  Иррационал теңдеулер және теңдеулер жүйесі. 

 

1–анықтама. Айнымалысы түбір таңбасының астында болатын, немесе 

айнымалысы бӛлшек дәрежеге шығару амалдарымен берілген теңдеулерді 

иррационал теңдеулер деп атайды. 

Мысалы.  xxx  523 .  т.б. 

 Иррационал теңдеудің құрамындағы барлық түбірлер арифметикалық 

түбір болуы қажет, түбір таңбасы астындағы ӛрнектң және ӛзінің мәні теріс сан 

болмауы тиіс. Иррационал теңдеулерді нақты сандар жиынында шешеді. 

 Иррационал теңдеулерді шешудің негізгі әдістеріне:1) Теңдеудің екі 

жаәын да бірдей дәрежеге дәрежелеу; 2) Жаңа айнымалы енгізу; 3) әр түрлі 

жасанды әдістерді қолданып шешу әдістері жатады. 

 Иррационал теңдеудің екі жағын да түбірден құтылу үшін дәрежеге 

дәрежелегенде бӛгде түбір пайда болуының себептері: 

1. Түрлендіргеннен кейін теңдеудің анықталу облысының кеңеюінен; 

2. Теңдеудің екі жағын да жұп дәрежеге дәрежелегенде абсолют шамалары 

тең, бірақ таңбалары әр түрлі, бір жағы оң, екінші жағының таңбасы 

теріс болуынан. 

Иррационал теңдеуді оның салдарымен ауыстыру жолымен оны шешуде 

(түбірлерін ескереміз): 

1. Берілген теңдеудің анықталу облысын табамыз. 

2. Теңдеуден оның салдарына кӛшеміз. 

3. Жаңа теңдеудің түбірін табамыз. 

4. Осы табылған түбірлер берілген теңдеудің түбірі болатын, 

болмайтындығын тексереміз. 

Тексеруде: 

а). Табылған әрбір түбір берілу теңдеудің анықталу облысына жататын,  

жатпайтындығын анықтаймыз. Анықталу облысына жатпайтын түбір бӛгде 

түбір  

ә). Берілген теңдеудің анықталу облысына жататын табылған әрбір түбірді, 

берілген теңдеуді шешуде теңдеудің екі жағын да жұп дәрежеге дәрежелегенде 

шыққан теңдеуге апарып қойып тексереміз, сонда теңдеудің екі жағы да бірдей 

таңбалы болса, онда ол берілген теңдеудің түбірі болады, егер теңдеудің екі 

жағының таңбасы әр түрлі болса, онда ол берілген теңдеуге бӛгде түбір болады. 

Қорытынды. Иррационал теңдеулерді шешу үшін: 

 

1.    
 

   








.
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2 xqxf

xq
xqxf               2.     
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xqxf
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4.       

 
 
 

         





















xxqxfxqxf

x
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xxqxf
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5.     
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22 xqxf

xq
xqxf                    6.     .2 xfxf   
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,

baVU

xqVU
xqxfbxfa

nn
nn  

 

(мұндағы     xfbVxfaU n  , )  

Ескеру қажет. 

Иррационал теңдеулер жүйесін әр түрлі әдістермен шешеді. 

1. Жүйені шешіңдер:  
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VUVU

VUVU
 

Шешуі.  
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VU
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              Осыдан   









,1

,81
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40

41

V

U
 

 

Жауабы: (41;40) 

 

 1.7 Көрсеткіштік және логарифмдік теңдеулер, олардың жүйелері. 

 

Кӛрсеткіштік  және логарифмдік теңдеулерді шешу үшін кӛрсеткіштік   

1,0,  aaay x  функциясы мен логарифмдік  1,0,log  aaxy a    

функцияларының қасиеттерін білу керек. 

1–Теорема. Егер 1,0  aa  болса, онда    xqxf aa    теңдеуі     xqxf   

теңдеуімен мәндес.  

 Кӛрсеткіштік теңдеудің кӛпшілігі теңдеудің екі жақ бӛлігін бірдей негізге 

келтіру әдісімен шешіледі. Негізгі екі әдісті: 1)    xqxf aa   теңдеуінен     xqxf   
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теңдеуіне келтіру; 2) Жаңа айнымалы енгізу әдістері пайдаланылады. Кейбір 

жағдайда жасанды әдіспен шешуге тура келеді. 

  I.   0xaf  теңдеуін шешу, ya x  -пен ауыстырып, оған мәндес жай 

кӛрсеткіштік теңдеулер жиынтығын 

   














k

x

x

x

ya

ya

ya

,

,

2

1

 

 

шешуге келтіріледі, мұндағы kyyy ,.....,, 21      0yf  теңдеуінің барлық түбірлері.  

II.  CBACBaAa xx ,,,02  - сандар,  ,1,0  aa  теңдеуі оған мәндес 










2

1 ,

ya

ya

x

x

  

теңдеулер жиынтығын шешуге келтіреді, мұндағы 21, yy  -  02  CByAy  

теңдеуінің түбірлері.  

   

III.    0,1,0,  baaba xf  теңдеуін шешу    bxf alog  теңдеуін шешуге 

келтіреді. 

   

IV.        ,0 xfxfxf cba  (  ,,0  -нақты сандар,  xf - функция, ал 

негіздері cba ,, үшін, cab 2  орындалады). 

теңдеуін шешу    

 

 





























2

1 ,

y
b

a

y
b

a

xf

xf

  теңдеулер жиынтығын шешуге келтіреді, 21, yy - 

02   yy   теңдеуінің түбірлері.  

 

V.       ,0 xfxfxf cba  (  ,,  -нақты сандар, 1,0,0  baba )     
  ya xf   пен белгілейміз. Сонда  

 

  
 

 











2

12
,

0
ya

ya
cyay

xf

xf

   жиынтықты шешуге келеді. 

 

21, yy  - 02  cyay   теңдеуінің түбірлері. 

      .log,1,0 b

a axfbxfaa   

  0,log  ABAx  теңдеуінің  

а) 1A  және B  болғанда бір ғана BAx

1

  түбір болады; 

ә) 1A  және 0B  болғанда бірге тең емес, кез келген оң сан шешімі; 

б) 1A  және 0B  болғанда шешімі болмайды. 

 

    1,0,0log  aaxf a   теңдеуі 
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a

a

yx

yx

yx

log

log

,log

2

1

        теңдеулер жиынтығымен мәндер, 

 

  0,...,, 21  yfyyy n  теңдеуінің түбірлері. 

   

    0,0log  AAf x    теңдеуі 

 















nx

x

x

yA

yA

yA

log

log

log

2

1

   теңдеулер жиынтығымен мәндес,   0,.....,, 21  yfyyy n   

теңдеуінің түбірлері. 

 

I.    
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,0
loglog

xqxf

xq
xqxf aa        II.    
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,0
loglog

xqxf
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xqxf aa  

 

III.    

 
 
   
















.

,1

,0

loglog

xqxf

xq

xq

AA xqxf       IV.    

 
 
   
















xqxf

xf

xf

AA xqxf ,1

,0

loglog  

 

ауыстыруға  болады, осыны есептер шығару барысында пайдаланады. 

 Кӛрсеткіштік және логарифмдік теңдеулер жүйесін шешуде алгебралық 

теңдеулер жүйесін шешу барысында әдістер пайдаланылады. Теңдеулер 

жүйесін түрлендіруде жүйенің әрбір теңдеуі қарапайым түрге келтірілуін 

қадағалау керек. 

 

1. Жүйені шешіңдер: 
 

   







5lg2lglg

,5010 lg1

yxyx

yx

   

 

Шешуі.  
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5,0;5,4  yx  

 

Жауабы:  5,0;5,4  

3. Жүйені шешіңдер:  
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yx

yx
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Шешуі. ,
6

12

32

43





yx

yx

  yxyx

yx

yx
21

2
23,2

2

3 





  бұл теңдік   








021

0

yx

yx
 болғанда 

болуы мүмкін. 

1,021,
021

0









yxyyx

yx

yx
. Олай болса, 1 yx . 

Жауабы:  1;1 . 

 

 1.8 Рационал теңсіздіктерді шешу 

 

Бұрын, біз қарапайым сандық функцияларға  

 

    nn

nnn

n axaxaxaxaxy  



1

2

2

1

10 ....  

 

кӛпмүшесін және  
 
 xQ

xP
xy

n

n
n   екі кӛпмүшенің қатынасын қарастырайық. 

 1 – анықтама. Егер   0 an  болса,  a  саны  xy n  функциясының нӛлі, 

немесе   xn  кӛпмүшенің түбірі деп аталады. 

 Кӛпмүшенің нӛлдері (түбірі) оның дәрежесінен артық емес.  

 2 –анықтама. Рационал  функциялардан тұратын теңсіздікті рационал 

теңсіздіктер деп атайды. 

 
 
 

0


xQ

x

m

n  немесе  
 
 

 
 

0,0 





xQ

x

xQ

x

m

n

m

n  немесе  
 
 

0
xQ

xP

m

n   теңсіздіктері  - 

рационал теңсіздіктер. 

 Рационал теңсіздіктерді аралық (интервалдар) әдісімен шешу тиімді. 

 Рационал теңсіздіктерді шешу үшін:  

1. Функцияны канондық түрде кӛбейткіштерге жіктеу керек (яғни x -тің 

барлық коэффициенттері оң сандар). 

2. Функцияның барлық нӛлдерін (түбірлерін( тауып, оны сан ӛсінде ӛсу 

ретімен белгілеп, салу керек. басталады (толқын түрінде) және 

функцияның түбірінен ӛткенде кезекпен ауысып тұрады. 

3. Егер функцияның кӛбейткіштерге жіктелуі канондық түрде болмаса, онда 

функция таңбасы оң тӛменгі жағынан басталады және функция түбірінен 

ӛткенде таңба кезекпен ауысып отырады. 

4. Егер   0xR   функцияның оң мәндерін білу керек болса, онда сан ӛсінің 

жоғары жағындағы аралықтарды жазамыз. Ал, егер   0xR  мәндерін білу 

үшін сан ӛсінің тӛменгі жағындағы аралықтарды жазамыз. 

5. Қайталама (еселік) түбірді анықтаймыз: егер функцияның жұп рет 

қайталама түбірі болса, онда функция ӛзінің таңбасын осы түбірден 

ӛткенде екі рет қарсы таңбаға ӛзгертеді, егер қайталама түбір тақ рет 

болса, онда осы түбірден ӛткенде функция таңбасын қарама – қарсы 

таңбаға ӛзгертеді. 
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1. Теңсіздікті шешіңдер: 
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2
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x

xx
 

Шешуі.  01072  xx                           521072  xxxx  
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2

2

1

x

x
                                   

  

 
3,0

3

52
2





x

x

xx
   қайталама түбір,  

екі рет қайталайды. 

Жауабы:      2;33;5   

 Модуль таңбасына тәуелді теңсіздіктерді шешу үшін, алдымен модульдің  

анықтамасын еске түсірейік. 

3 –анықтама. x  нақты санның модулі, немесе абсолюттік шамасы деп 0x  

боләанда x  санының ӛзін айтады, егер 0x  болса  x  санын айтады, оны x  

белгілейді. Сонымен        









0егер  ,

0 егер,

xx

xx
x  

 Модуль таңбасына тәуелді теңсіздіктерді шешуде тиімді қасиеттерді атап 

ӛтейік. 

I. 












                               II. 















,
 

 

III. 









22

,0




    немесе       

  







0

0




 

 

IV. 






































0

0

22

a    немесе    
  



































0

0

,0

 

 

V. ;22           VI. 22    

Теңсіздікті шешіңдер:  

1. 

















0

,4

22

,22
22

x

x

x

x
x  

Жауабы:     ;40;   

2. 02  xx   

Шешуі. 1-тәсіл.  xx  2           




















2

,2

2

,2

xx

xx

xx

xx
 

 





























































1

20

,1

2

,20

2

,2

2

2

x

x

x

xx

xx

xx

xx

xx
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Жауабы:   ;1  

2 –тәсіл.     ;22
22

xxxx           2222
,02 xxxx   

     10212;022  xxxxxx  

Жауабы:   ;1  

 

 1.9 Иррационал теңсіздіктер. Көрсеткіштік және логарифмдік 

теңсіздіктер 

 

Иррационал теңсіздіктерді шешуде иррационал теңдеулерді шешудегі 

әдістер қолданылады: теңсіздіктің екі жағында бірдей натурал дәрежеге 

шығару; жаңа айнымалы енгізу және т.б.  

Теңсіздікті шешуде: 

1) Берілген теңсіздіктің анықталу облысын табу керек; 

2) Теңсіздіктердің мәндестігі туралы сӛйлемдерді басшылыққа алу 

керек;  

3) Табылған түбірді берілген таңдаудың анықталу облысына 

жататындарын анықтаймыз, анықталу облысына жатпайтындар шешім 

болмайды. Есеп шығаруда қажетті  

Негізгі қасиеттері:  

1. Егер ,ba   онда 














2

,0

,0

ba

a

b

   2. Егер ,ba   онда 

















.0

0

,0

2

a

b

ba

b

 

3. Егер ,0ba  онда 








.0

,02

b

ab
   4. Егер ,0ba  онда 









.0

,02

b

ab
 

 

5. Егер ,ba   онда 








,

,0

ba

b
   6. Егер ,ba   онда 









ba

a ,0
 

7. Егер ,cba   онда 





















.2

,0

,0

,0

cbaba

c

b

a

 

8. Егер ,cba   онда 





















.2

,0

,0

,0

cbaba

c

b

a
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Теңсіздікті шешіңдер: 

1. 
 

  







































021

3

9

7

,3

023

,03

323

,03

323

2

22

2

xx

x

x

x

xx

x

xxx

x

xxx  

Жауабы: 









9

7
  ;  

 

2. 0214  xx  

 































































2

135

1

2

2

21

01

02

2

21

2

214

02
214

2
x

x

x

x

xx

x

x

x

xx

x

xx

x
xx

             Жауабы: 









 
1   ;

2

135
 

 
    1.a   0,a    xgxf aa  Кӛрсеткіштік теңсіздіктерін келесі теоремаларға 

сүйеніп шешеді.  

1 – теорема. Егер 1a  болса, онда    xgxf aa   теңсіздігі    xgxf   

теңсіздігімен мәндес. 

2 – теорема. Егер 10  a  болса, онда    xgxf aa   теңсіздігі    xgxf   

теңсіздігімен мәндес. 

Теңсіздіктерді шешіңдер: 3.    
52824

2
3

2

12 



x

xx   

Шешуі: ,52444 21   xxx  ,52
16

4

4

4
4 

xx
x  ,5216413  x  .344 3  xx  

Жауабы:     ;3  

4. 
 

125,12
7

2
2

14723









 xx

 

Шешуі: Есеп шартынан  
   

  11.   x,14723
7

2

7

2
1

2

49

7

2
14723

2

14
723









































xx

xx
x

x

 

Жауабы:  11  ;  

5. 21432 55222   xxxxx  

Шешуі: ,525552162824 xxxxx   ,1
5

2
520220 










x

xx   

0.   x,
5

2

5

2
0


















x
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Жауабы:   ;0  

(1)     1a   0,a   ,  xgogxfog aa   логарифмдік теңсіздіктерін шешуде келесі 

теоремаларәа мәндес. 

3 – теорема. Егер 1a  болса, онда    xgogxfog aa    теңсіздігі  

 
 
   














xgxf

xg

xf

,0

,0

      (2) 

теңсіздіктер жүйесімен мәндес.  

3 – теорема. Егер 10  a  болса, онда     xgogxfog aa    теңсіздігі  

4  

 
 
   














xgxf

xg

xf

,0

,0

      (3) 

теңсіздіктер жүйесімен мәндес.  

Ескерту. 1) (2) жүйедегі бірінші теңсіздікті жазбауға болады, ӛйткені ол 

екінші және үшінші теңсіздіктерден шыәады. Осы сияқты (3) жүйедегі екінші 

теңсіздікті жазбауға болады. 

2) (2) және (3) жүйедегі алғашқы екі теңсіздіктері (1) теңсіздіктің 

анықталу облысын анықтайды. 

3) Логарифмдік теңсіздіктерді шешуде, тәжірибе кӛрсеткендей берілген 

теңсіздіктің анықталу облысын табу міндетті емес, ӛйткені берілген 

теңсіздіктің салдары болатын теңсіздіктер жүйесінде теңсіздіктің анықталу 

облысы бірге қаралады. 

 

6.     2272  xgxg       

Шешуі: 

 

   

   

  

































































0722

27

2,x

   
7

22x
    ;015429   x

,015429

,27

,2

1005429

,27

,2

10272

,027

,02

2272

2

2

22

xx

x
x

x

xx

x

x

xx

x

x

gxxg

x

x

xgxg





 

   
   ; 27 22;  7 2; 

 22;  7 ;

272











 x
 

Жауабы:    ; 27 22;  7 2;   

 

7.    xogxog xx 63052 33     

Шешуі: 
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 4 3;         

8

3
4

5.2

43

5 ;
8

3
4           

5

8

3
4

4

630520

130

063052

13

  63052 33
































































 

x

x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xogxog xx   

Жауабы:   ; 27 ;4  4 3; 







  

 

1.10 Параметрлі теңдеулер, теңдеулер және  

теңсіздіктер жүйелерін шешу 

 

  0; axF  (1) теңдеуі берілсін 

Егер осы теңдеуді қанағаттандыратын  ax;  қос санын табу сауалы 

қойылса, онда (1) теңдеуі екі айнымалысы (х және а) бар теңдеу. Бірақ, (1) 

теңдеуге сауалды басқаша қоюға болады. Егер а-ға қандай да бір белгілі 

мәндерді беруге болатын болса, онда (1) теңдеуді бір айнымалысы бар (х) 

теңдеу ретінде қарауға болады. Осы теңдеудің шешімі а-ның таңдалған мәнімен 

анықталады.  

1-анықтама. Егер қандай да бір А сандар жиынында а-ның әрбір мәні 

үшін (1) теңдеуді шешу мәселесі қойылса, онда (1) теңдеуді х айнымалысы бар 

және а параметрлі теңдеу деп атайды, ал А – параметрдің ӛзгеру облысы. 

2-анықтама. х айнымалысы бар және а параметрлі (1) теңдеуді шешу– 

нақты сандар жиынында параметрдің барылқ нақты мәндерінде (1) теңдеуден 

шыққан теңдеулер тобын (класын) шешу. 

Мысалы,   222  axaa  теңдеуінде а параметрдің ӛзгеру облысы 

 3 ;2 ;1 ;0 ;1A жиыны. Осы теңдеуден теңдеулер тобын (класын) жазайық:  





































3a        ,16

2a       ,00

1a     ,12

0a     ,20

 -1a       ,36

x

x

x

x

x

 

Параметрлі теңдеуде шешуде, параметрдің мәндерінің жиынын бірнеше 

бӛлік жиындарға бӛліп қарастырған дұрыс. 

1. Теңдеуді шешіңдер: 0a   ,0223 2234  aaxaxxx  

Шешуі. Берілген теңдеуді   0232 3422  xxaxxa  түрінде жазамыз. 

Осы теңдеуден а-ны табамыз.  
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xx
x

a  2
2

a   ,
2

 тең. 02  axx  және ax 22   теңдеулерінен 

2

411
   x; 3,42,1

a
ax


  

Жауабы: 
2

411
   x; 3,42,1

a
ax


  

2. а-ның қандай мәндерінде 0116 23  axxx  теңдеуінің түбірлері 

арифметикалық прогрессия құрайды? 

Шешуі: dppdpx  321    x,   x,  берілген теңдеудің түбірі, 

арифметикалық прогрессия құрайтын, d – прогрессияның айырмасы болсын. 

Сонда келесі теңдік орында болады.  

   dpxpxdpxaxxx  116 23  
3222323 33116 pxdxppxxaxxx   

 
2x -тың коэффициенттерін теңестіріп -2p   ,36  p  табамыз. 

2   x; 22  px  - ні берілген теңдеуге апарып қойып, параметр 6a  

таптық.  

Жауабы: 6a  

3. Теңдеуді шешіңдер: 
    21

3

2

2

1

2









 xxa

a

xxa

x
                             (2) 

Шешуі: 0a  боләанда теңдеудің мағынасы болмайды, сондықтан түбірі 

болмайды. Егер 0a  болса, онда теңдеу түрлендіруден кейін 

  ,03212 22  aaxax  (3) түріне келеді.  

Осы теңдеуден     .4321
4

22  aaa
D

3      x,1 21  aax  

 

(2) теңдеуден (3) теңдеуге ӛткенде (2) теңдеудің анықталу облысы кеңейеді, 

бӛгде түбір болуы мүмкін. Сондықтан тексеру қажет.  

Тексеру. Табылған х-тен 02   x,01   x,02   x,01 2211 x  шығарып 

тастаймыз.  

Егер   ,011a  ,011 x  онда 2a . 2a  болғанда  21 x  теңдеуге 

бӛгде түбір.  

Егер   ,021a  ,021 x  онда 3a . 3a  болғанда  21 x  теңдеуге 

бӛгде түбір. 

Егер   ,013-a  ,012 x  онда 2a  Бұл жағдайда  22 x  теңдеуге бӛгде 

түбір. 

Егер   ,023-a  ,022 x  онда 1a . 1a  болғанда  22 x -ге бӛгде 

түбір. 

1) егер ,3a  онда ;6x  

2) егер 2a , онда ;5x   

3) егер 0a , онда түбірі жоқ;        

4) егер 1a , онда ;2x  
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5) егер 2a , онда ;3x  

6) егер 
























,2

,1

,0

,2

,3

a

a

a

a

a

онда 
3

,1

2

1





ax

ax
 

4. 
 







,326

14

ayxa

aayx
 (4) жүйесінің шешімі болмайтын параметр а-ның 

барлық мәндерін табыңдар.  

Шешуі: Теңдеулер жүйесі: 

a

aa

a 








3

1

26

4
                                  (5) 

орындаләанда ғана үйлесімсіз. 

26

4 a

a





 теңдеуінен 4a   ;2 21 a   

a

aa






3

1

2
 теңдеуінен 4a   ;2 2 a  

Ал 
a

aa






3

1

2
 жарты, егер 









2

;1

a

a
 болса орындалады.  















2

1

-4a   ;2

a

a

a

 жүйесінен, (5) шарты 4a  теңдігіне мәндес. (4) 4a  

болғанда шешімі болмайды.  

5.   ,
4

31
3

117 x
a

a

x





 (6) теңсіздігін шешіңдер. 

Шешуі -3.a   ,03 a  Келесі үш жағдайда қарастырамыз. 

1) ;3a  2) ;3a  3) .3a  

1) .3a  Бұл жаәдайда 03 a  және (6) теңсіздік     xaax 3131174   

теңсіздігімен мәндес.  

  ,4425103 2  xaa                                     (7)   

025103 2  aa  делік, -5.a  ;
8

5
a  (бақылау нүктелері) (7) теңсіздіктің шешімін 

келесі жағдайларда қарастырамыз.  













;3

,
3

5
a   ;5

a

a
      













;3

,
3

5
a   ;5

a

a
      













,3

,
8

5
5

a

a
 

-3.a5-   -5;a   ;5 a  

Бірінші жағдайда ,025103 2  aa  және (7) теңсіздіктен .
25103

44
2 


aa

x  

Екінші жағдайда (7) теңсіздік 0. 44x  (кез келген х үшін). Ақырында, 

,35  a  онда 025103 2  aa  және (7) теңсіздіктен .
25103

44
2 


aa

x  
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2) 3a  жағдайын қарастырамыз: бұл жаәдайда (6) теңсіздіктің шешімі 

болмайды.  

3) 3a  жағдайда 03 a  және (6) теңсіздік     xaax 3131174  , 

немесе 

  ,4425103 2  xaa                                      (8) 

(7) теңсіздік үшін а параметрінің бақылау мәндері 
3

5
a  және .5a  Ал 

3a  болғанда бақылау мәні 
3

5
a . (8) теңсіздікті шешуде келесі жағдайлар 

қарастырылуы керек: .
3

5
a3-   ;

3

5
a   ;

3

5
a  Бірінші жағдайда: 

,
25103

44
2 


aa

x  екінші жағдайда (8)-дің үшіншісінде .
25103

44
2 


aa

x  

Жауабы: 1) егер ,
3

5
a   ;3 a  онда теңсіздіктің шешімі болмайды;  

2) егер ,
3

5
a3-   ;5 a  онда ;

25103

44
2 


aa

x  3) егер ,
3

5
a   ,35  a  онда 

;
25103

44
2 


aa

x  4) егер ,5a  онда . x  

 

 

ІІ  Тригонометрия 

 

2.1  Тригонометриялық өрнектерді теңбе-тең түрлендіру. 

Тригонометриялық теңдеулер, теңдеулер мен теңсіздіктер жүйесін шешу 

 

Тригонометриялық есептерді шешу үшін тригонометриялық 

функциялардың қасиеттерін, тригонометриялық формулаларды, 

тригонометриялық теңдеулерді шешуді білу керек.  

Тригонометриялық және кері тригонометриялық функцияларды 

байланыстыратын негізгі формулалар:   
 

     .11arccoscosarcsinsin  xxxx  

     .0 xxarcctgxctgarctgxtg  

     11   1arcsincosarccossin 2  xxxx  

     .0x 
1


x

arctgxctgarcctgxtg  

  xx sinarcsin  қатысы барлық уақытта ақиқат емес, мысалы: 

.
6

5

62

1
arcsin

6

5
sinarcsin
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0   

1
arccos

1
arcsin

1

;
1

1arcsinarccos

;
1

1arccosarcsin

22

2

2

2

2






























x

x

x

x

x

x
arcctgarctgx

x

x
arcctgxx

x

x
arctgxx

 

 

.
2

arcctgxarctgx   ;
2

arccosarcsin


 xx   Тригонометриялық теңдеулерді шешу 

әдістері әр түрлі. Олай болса, мұны шешу үшін тригонометриялық 

функциялардың қасиеттерін ӛрнектейтін формулаларды білу керек. Бір 

тригонометриялық теңдеу шешімдерінің әр түрлі жиындарының бүтін санды 

параметрлерін бірнеше әріппен де, сондай-ақ бір ғана әріппен де ӛрнектеуге 

болады. Егер тригонометриялық теңдеулер шешімдерінің жиыны ӛзара 

салыстырылатын болса, онда бүтін санды параметрлерін бірнеше әріппен 

ӛрнектеп жазған ыңғайлы болады. Кез келген күрделі тригонометриялық 

теңдеулерді шешу жай тригонометриялық теңдеулерді шешу түріне, яғни 

a   tgxa,cosx   ,sin  ax  және actgx   теңдеулерін шешуге келтіріледі.  

Тригонометриялық теңдеуді шешудің негізгі әдістері: 

1. Берілген тригонометриялық теңдеу қандай да бір тригонометриялық 

функцияға қатысты алғанда алгебралық теңдеуді шешуге келтіріледі. 

2. Берілген тригонометриялық теңдеудің сол жақ бӛлігі кӛбейткіштерге 

жіктеледі, яәни       0...21  xfxfxf n  түріне келтіріліп, шешіледі.  

Жиі кездесетін кейбір тригонометриялық теңдеулердің түрлері.  

1. Негізгі формулалар арқылы алгебралық теңдеуге келтірілетін 

теңдеулер. 

0sin3cos3 2  xx  

 

2.       0...21  xfxfxf n  кӛбейтіндісіне келтірілетін теңдеулер. 

xxxx coscossin1sin   

Егер, бұл теңдеудің сол жақ бӛлігі кӛбейткіштерге жіктелсе, онда әрбір 

кӛбейткішті нӛлге теңестіру керек. Теңдеулердің шешімі берілген теңдеулердің 

анықталу облысына енетін сандар болады.  

3. Тригонометриялық функцияларға, яәни ctgx   tgx,cosx, ,sin x қатысты 

алғанда біртектес теңдеулер.  

 0c 0,b ,00coscossinsin 22  axcxxbxa  

4. Қосу формулаларының кӛмегімен шешілетін теңдеулер. 

0cossin3  xx  

5. Кӛмекші аргумент енгізу әдісімен шешілетін теңдеулер. 

 0c 0,b 0,a   .cossin  cxbxa . 

.
a

a
sin      ,

a

b
cos      ,0

2222

22

bb
ba
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Берілген теңдеу 
22

sinsincoscos
ba

c
xx


   теңдеуін шешуге 

келтіріледі. 

6. Тригонометриялық функциялардың қосындысын кӛбейтіндіге 

түрлендіру арқылы теңдеуді шешу. Түрлендіру барысында келтіру 

формулалары да пайдалынады. 

  xxx 3cos28sin2sin    

7. Тригонометриялық функциялардың кӛбейтіндісін қосындыға 

түрлендіру арқылы шешу. 

xxxx 7cos5cos3coscos   

8. Тригонометриялық функциялардың дәреже кӛрсеткішін тӛмендету 

формуласын пайдаланып түрлендіру арқылы шешу. 

8

5
cossin 44  xx  

9. 
 
 

0
2

1 
xf

xf
 түріндегі теңдеуді шешу. 

 
 

 

 








0

0
0

2

1

2

1

xf

xf

xf

xf
 

0
2cos1

2sin

sin2

2cos1







x

x

x

x
 

 

Мысалдар арқылы, тригонометриялық теңдеулер мен теңсіздіктер 

жүйесін қарастырайық. 

 

1. Жүйені шешіңдер: 
 
 








0cos

0sin

yx

yx
  

 

Шешуі: 
 
 

 

 






























Zm  ,
2

12

Zk   
2

12

Z;m   ,2

Zk   ,

0cos

0sin









mky

kmx

myx

kyx

yx

yx
  

Параметрді бір әріппен белгілеуге болмайды, сондықтан k және m 

әріптерімен белгіледік. Егер бір ғана әріппен белгілесек шексіз шешімдерінің 

жиынын жоғалтқан болар едік.  

Жауабы:     Zmk,   ,
2

1-2m-ky   ;
2

12 


kmx  

 

2. Жүйені шешіңдер: 








mtgytgx

yx 
 

Шешуі: 

 
 

 


















































,cos
sin2

cos
coscos

sin2

coscos

sin













m
yx

yx

m
yx

yx

m
yx

yx

yx

mtgytgx

yx
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бұдан 







 


 cos

sin2
arccos2

m
nyx  немесе 








 


 cos

sin2
arccos2

m
nxy  

.Zn  

Бұлардың әрқайсысын  yx  теңдеуімен бірге қарастырсақ, екі 

жүйені аламыз. 

 

Zn   
cos

sin2
arccos2





























m
nyx

yx

  

 

және  

 

Zn   
cos

sin2
arccos2





























m
nxy

yx

 

 

Дегенмен, осы екі жүйенің бір-бірінен айырмашығы белгісіздердің 

орындарында ғана, сондықтан бір жүйені шешу жеткілікті. 

 

  ,cos
sin2

arccos
2

1

2
21 








 




m
nyx  

 

  Zn   ,cos
sin2

arccos
2

1

2
21 








 




m
nxy  

 

Жауабы:   ,cos
sin2

arccos
2

1

2
21 








 




m
nyx  

 

           Zn   ,cos
sin2

arccos
2

1

2
21 








 




m
nxy  

 

 

ІІІ  Геометрия. Планиметрия. 

 

3.1 Планиметриядағы негізгі аксиомалар мен түсініктер. 

Үшбұрыш, төртбұрыш, тік төртбұрыш, параллелограм, ромб, квадрат, 

көпбұрыш және олардың параметрлері мен аудандары. Синустар, 

косинустар теоремалары және т.б. 

 

Планиметриялық есептерді үшбұрыштың элементтерінің арасындағы 

негізгі метрикалық қатынастарды пайдаланып шығару – қарапайым есептерді 

шешу түріне жатады. С -ны қарастырайық, келесі белгілеулерді енгізейік:  
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AB.c   AC,b   ;  BCa  ABCR  -ға сырттай сызылған шеңбердің 

радиусы, r -іштей сызылған шеңбердің радиусы, BCha   қабырғасына түсірілген 

биіктік, ABCs  -ның ауданы.    

Сонда, 1. R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
  (синустар теоремасы) 

2. Abccba cos2222   (конустар теоремасы) 

3. ,
2

1
ahS a   ,sin

2

1
AcbSa  zpzcbaS  )(

2

1
 

 

4.    cpbpappS   (Герон формуласы) 

5. 
R

cba
S

4


  

 ң биссектрисасының қасиеті: Үшбұрыштың бұрыштың 

биссектрисасы қарсы жатқан қабырғаны іргелес жатқан қабырғаларға 

пропорциялар кесінділерге бӛледі . 

 

.BC

AB

DC

AD
         

 
 

Үшбұрыштың медианаларының формуласы косинустар теоремасының 

кӛмегімен алуға болады. 

 
 

,aMAD   BDA , aBCbACCAB  ,,  

1)  ABCD дан косинустар теоремасы бойынша: 

cos2
4

2

22  amm
a

C a ; 

2) ADC дан:  
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.cos
4

)cos(
4

2
2

2
2

2  aaa amm
a

amm
a

b   

1) мен 2)-ні қосып, am ны табамыз:   2222
2

1
acbma   

Теорема. Үшбұрыштың медианалары бір нүктеде қиылысады және  

қиылысу нүктесі үшбұрыш тӛбесінен.  Есептегенде 2 : 1 болады. Қиылысу 

нүктесін оның ауырлық центрі деп атайды. 

Параллель түзулер бұрыштың қабырғаның пропорционал кесінділерге 

бӛледі. 

Теорема. Үшбұрыштың сыртқы бұрышы оның іргелес емес екі бұрышының 

қосындысына тең. 

Анықтама. Үшбұрыштың биіктіктері бір нүктеде қиылысады, оны 

үшбұрыштың орт центрі деп атайды. 

Үшбұрыштың ауданы туралы теоремалар. 

 
Екі үшбұрышты қарастырайық: ABC және 111 CBA  

1. Егер екі үшбұрыш ұқсас болса, онда 
 
 2

11

2

111 BA

AB

CBAS

ABCS




  болады.    

2. Егер екі үшбұрыштың табандары CAAC 1  болса, онда олардың 

аудандарының қатынысы биіктіктерінің қатынасындай болады. 

11111
HB

BH

S

S

CBA

ABC 


  

3. Егер екі үшбұрыштың биіктіктері тең болса, онда олардың 

аудандарының қатынасы табандарының қатынасындай. 
11111

CA

AC

S

S

CBA

ABC 


  

 

 

Төртбұрыштар 

 

Дӛңес тӛртбұрыштың ауданы: ,sin
2

1
21 ddS    диагональдарының 

арасындағы бұрыш. 

Тік тӛртбұрыштың ауданы: baS   ba1( қабырәалары ) .  sin2ds  

( диоганалдарының арасындағы бұрыш, d диагоналі )  

Параллелограмның қасиеттері 
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1. CDAB   және BCAD   

2. Диагоналдарының қиылысу нүктесі 0 оның симметрия центрі. 

3. Қарама-қарсы бұрыштары тең: CA  ; DB   

4. Іргелес жатқан бұрыштарының қосындысы 2 немесе 180  

5. 2

2

2

1

22 )(2 DDba  . 

Параллелограманың ауданы:  hhaS ( биіктігі )  AbaS sin ; 

sin
2

1
21  ddS ( -диагоналдарының арасындағы бұрыш )  

Ромбының диагоналдары ӛзара перпендикуляр., бұрыштарының 

биссектрисасы және ромбының симметрия осьтері болады.  

Ромбының қабырғасының: 2

2

2

1

24 dda  тең. 

Ромбының ауданы: haS  h(  биіктігі ) ; AaS sin2  ; 21
2

1
ddS   

 
Трапецияның екі қабырғасы параллель тӛртбұрыш. ,BCAД AД және 

BC трапецияның табандары, ал CДAB, бүйір қабырғалары.  

Трапецияның бүйір қабырғасындағы іргелес жатқан бұрыштарының 

қосындысы ,180180   BA 180 ДC  

Егер CDAB  болса, ол тең бүйірлі трапеция. Тең бүйірлі трапецияның 

қасиеттері. 

1. Табандарындағы бұрыштары тең  CBDA  , . 

2. Оның диагоналдары тең. 

3. Тең бүйірі трапецияға ғана сырттай теңбер сызуға болды. 

Трапецияның орта сызыәы 1) BCADEF  

 

                            2) 
2

ba
EF


  

 

2) Трапецияның орта сызығы оның екі табанын қосатын кез келген кесіндіні 

тең екіге бӛледі. Трапецияның ауданы: h
ba

S 



2

h( биіктігі ) . .sin
2

1
21  ddS  

Дӛңес n  бұрышты кӛпбұрыштың ішкі бұрыштарының қосындысы: 

)2(180  nC   
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Дұрыс n  бұрышты кӛпбұрыштың ішкі бұрыштың қосындысы. 

 
n

n

n
C (

2180







-қабырғаларының саны )  
n

360
 ; 

 
n

n 2180 




 ; 

Қабырғасы: 
n

tgk
n

Ra
 180

2
180

sin2   

Периметрі: nap       

 

 
 

Сырттай сызылған шеңбердің радиусы арқылы кӛпбұрыштың қабырғаларын 

ӛрнектеу. 

33 Ra  ;  24 Ra  ; Ra 6 ; 228  Ra ; 
2

1510 
 Ra , Дұрыс 

кӛпбұрыштың ауданы: OAnas 
2

1
 OA( апофема )  OAznaS (

2

1
апофемасы, 

немесе іштей сызылған шеңбердің радиусы ) . zpS   

 

3.2. Щеңбер дөңгелек. Жана мен қиюша. Доға мен хорда.  

Іштей және сырттай сызылған шеңбер 

 

Планиметриялық есептерді шығару үшін денелер туралы негізгі 

ұғымдарды қасиеттерін т.б. білу керек. 

Центрі 0 нүктесінде, радиусы R  щеңбер. ROДOC   AB диаметр, 

CД хорда, KL жанама, P жанасу нүктесі. 

Анықтама.  Щеңбердің екі радиусы және доғасымен шектелген фигура 

щеңбер секторы деп аталады. Сегмент –хорда және оған сәйкес доғамен 

шектелген дӛңгелектең бӛлігі(суретте боялған). Дӛңгелек секторы- COД мен 

сегменттен турады. Щеңберге жанаманың қасиеттері. 
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1. Жанасу нүктесі арқылы жүргізілген жанама щеңбердің радиусы на 

перпендикуляр. ABОB  . 

2. Егер щеңбердің тыс жатқан бір A нүктесін щеңберге екі жанама жүргізілсе 

CB,( жанасу нүктелері ) онда 1) ACAB  ; 2) щеңбердің центрі BCA ның 

биссектрисаның бойында жатады. 

 

Щеңбердегі метрикалық қатыстар. 

 

1. Егер AB және CД -щеңбердің хордалары және CДАB, түзулері 

бір Е нүктесінде қиылысатын болса, онда  

NДNCNBNA    (3 –сурет, а,ә) 

а) 

 
ә) 

 
Егер шеңберден тыс жатқан бір N нүктесінен шеңберге NС жанама мен  (С-

жанасу нүктесі) шеңберге қиюшы жүргізілсе (А,В-нүктесінде қиылысады)                                                   

 
(4сурет) 

 

Доға ұзындығы. Дӛңгелек пен оның бӛліктерінің ауданы. 

Щеңбер ұзындығы: PRl 2  

Доға ұзындығы:  Rl (1 сурет) 
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(егер центрлік бұрыш СОД радианмен берілсе); 

)sin(
2

1 2   RS  

(центрлік бұрыш радианмен берілген). 

Егер координат жазықтығында XOY центрі );( ba нүктелерде болатын, радиусы 

R ге тең щеңбердің теңдеуі 222 )()( Rbyax   

Егер щеңбердің центрі координата бас нүктесінде жатса, радиусы R болса, 

онда оның теңдеуі 222 Ryx  түрінде болады. 

Шеңберге іштей сызылған тӛртбұрыштың:   

1. 0180 ДВСА  

2. ),( 2121 рыдиогоналдаddddвсса   

 
Щеңберге сырттай сызылған тӛртбұрыштың: .BCCДAB   Есептер шығаруға 

қажет планиметриядағы фигуралардың анықтамалары мен қасиеттерін, 

аудандарын және т.б. табу формулаларын қарастырдық. 

 

3.3 Стереометрия. Көпжақтар және олардың ауданы, көлемі 

 

Стереометриялық есептерді шешу үшін қажетті теоремаларды: түзу мен 

жазықтықтық параллельдік белгісі туралы; түзулер мен жазықтықтың 

перпендикулярлығы туралы; жазықтықтардың перпендикулярлығы туралы; үш 

перпендикуляр туралы, теоремаларды білу керек. 

1-анықтама. Кӛпжақ деп саны шекті жазықтықтармен щектелген денені 

атайды. Кӛпжақтың шекарасы оның беті деп аталады. 

Пирамиданың негізгі компоненттері. NBC -пирамидасы 1-суретте 

кескінделген. 

ABC табаны; N нүктесі-тӛбесі; 
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,NA  ,NB NC бүйір қырлары; ,NAC NBC пирамиданың апофемасы, немесе бүйір 

жағының биіктігі ACNP )(  . 

NAO -пирамиданың бүйір қырымен табан жазықтығының арасындағы 

бұрыш;  NPO екі жақты бұрыштың сызықтық бұрышы, ABC  және NAC  

жазықтығы мен жасалған бұрыш; AC екі жақты бұрыштың қыры; ACNP   

және ACOP  , R табанына ABC( ға ) сырттай сызылған щеңбердің радиусы; 

z табанына іштей сызылған щеңбердің радиусы. 

 
Пирамиданың бүйір бетінің ауданы бүйір жақтарының аудандарының 

қосындысына тең. Ал толық беттің ауданы бүйір бетінің ауданы мен 

табанының ауданының қосындысына тең:  SS


. 

Кӛлемі:  hSV  
3

1
 

 

Пирамида биіктігінің төрт жағдайы. 

 

1. Егер пирамиданың барлық бүйір қырлары тең болса, онда пирамида биіктігі 

пирамида тӛбесін оның табанына сырттай сызылған щеңбер центрімен 

қосады. 

2. Егер пирамиданың барлық бүйір жақтары табан жазықтығымен бірдей   

бұрышын жасаса, онда пирамида биіктігі пирамида тӛбесін табанына іштей 

сырылған щеңбер центрімен қосады, бұл жағдайда пирамиданың бүйір 

бетінің ауданы 
 cos




S
S  формуласымен анықталады. 

3. Егер пирамиданың бір бүйір жағы табан жазықтығына перпендикуляр болса, 

онда пирамиданың биіктігі осы жағдайда болады. 

4. Егер пирамиданың екі бүйір жағы табан жазықтығына перпендикуляр болса, 

онда оның биіктігі осы екі бүйір жағынан қыры болады. 

Дұрыс пирамиданың бүйір бетінің ауданы: 

lpS  
2

1
.  P( -табанынан периметрі, l апофемасы )  

lPSSSS  
2

1
....   
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.
3

1
hSV    

Куб. Жағының диагоналі. 31 ad   

          Кубтың диагоналі: .3ad   

          Кӛлемі 3aV  . 

Тік бұрышты параллелепипедтің диагоналі:  222 cbad  ABC( оның үш 

ӛлшемі, қырлары )  

hpS ..  P( табанының периметрі ) ; hSV    S( табанының 

ауданы ) ; .28. hpS     

 

3.4 Дөңгелек денелер. Олардың көлемі ( Айналу денелері). 

 

Цилиндірдің бүйір бетінің ауданы: hRS   2.  h( биіктігі ) . 

;. RlS    hRV  2

3

1
  

Қисық конус. Қисық конустың жасаушысы: ,)( 2

1

2 RRhl   R( тӛменгі, 

1R жоғарғы табандарының радиусы, h  - қисық конустың 

биіктігі )
1RR

Rh
H




 H( конустың биіктігі )  

;)( 1.. lRRS     lRRlRS 1

2

..   . 

 1

2

1

2

3

1
RRRRhV     

 

Шар 

 

Шар беті: ;4 2RS   немесе 2DS   (D-диаметр). 

Шар кӛлемі: 3

3

4
RV    Шар радиусы: .

4

3

2

1
3



VS
R    

 

Сырттай сызылған шар. 

Шар және пирамида. 
 

       Пирамиданың табанына  сырттай шеңбер сызуға болатын болса, онда 

пирамидаға сырттай шар сызуға болады. 

 Сырттай  сызылған шардың центрін табу үшін : 

1). Табанына сырттай сызылған шеңбердің центрі арқылы, табан жазықтығына 

перпендикуляр түзу жүргізу керек. 

2). Пирамиданың кез келген бір бүйір қырының ортасы арқылы осы қырына 

перпендикуляр  жазықтық жүргізу керек. 

3). Жүргізілген түзу мен жазықтықтың қиылысу нүктесін табамыз. Осы нүкте 

сырттай сызылған шардың центрі болады. 
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   Дербес жағдайы. Егер пирамиданың бүйір қырлары тең болса, онда 

сырттай шар сызуға болады және  оның центрі пирамида  биіктігінің бойында 

жатады. Олай болса, 

,
2

2

h

b
R       R - сырттай сызылған шардың радиусы, b-  пирамиданың бүйір қыры,   

h – пирамиданың биіктігі. 

                                     

 Шар және призма. 
 

Призма тік призма және оның табанына сырттай  шеңбер сызуға болатын 

болса , онда призмаға  сырттай шар сызуға болады. 

          Шар центрі – призманың табандарына  сырттай сызылған шеңбердің 

центрін қосатын кесіндінің ортасы  болады. 

                                                  ,
4

2
2 h

rR                                                    

R – сырттай сызылған шардың радиусы,  r – призманың табанына  сырттай 

сызылған шеңбердің радиусы,  h- призманың биіктігі. 

 

Шар және цилиндр 
 

Целиндрге сырттай  шарды барлық уақытта сызуға болады. Шардың центрі 

цилиндрдің осьтік қимасының симметрия центрінде болады. 

 

Шар және конус. 
 

Конусқа шарды барлық уақытта сызуға болады. Конустың осьтік қимасына 

сырттай сызылған шеңбердің центрі шардың центрі шардың центрі болады.  

                                       ,
2

2

h

l
R   

R-шардың радиусы,   l – конустың жасаушысы, h- биіктігі. 

 

Шар және қиық конус. 
 

Қиық конусқа барлық уақытта сырттай шар сызуға болады. Конустың осьтік  

қимасына сырттай сызылған шеңбердің центрі шар центрі болады. 

                   

Іштей сызылған шар. 

Шар және пирамида. 
 

    Іштей сызылған шардың центрі – пирамиданың барлық екі жақты 

бұрыштары үшін сызылған биссектриса жазықтықтарының қиылысу нүктесі, 

егер осы биссектриса жазықтықтарының ортақ нүктесі болмаса, онда іштей шар 

сызуға болмайды. 

          Дербес жағдайы – пирамиданың бүйір қырлары табан жазықтығына 

бірдей кӛлбеген, ендеше іштей шар сызуға болады, оның центрі пирамида 

биіктігінде жатады. Осы нүкте – пирамиданың  апофемасы және оның табан 
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жазықтығындағы проекциясының  арасындағы бұрыштың биссектрисасы мен 

пирамида  биіктігінің қиылысу нүктесі, шардың центрі. 

 

Шар және тік призма 
 

Призманың табанына іштей шеңбер сызуға болатын болса және осы 

шеңбердің диаметрі призманың биіктігіне тең болса, онда призмаға іштей шар 

сызуға болады. 

         Шардың центрі призманың табандарына іштей сызылған шеңбердің 

центрін  қосатын кесіндінің ортасы болады. 

                     ,
2

1
hrr         

r- іштей сызылған шеңбердің радиусы, h  - призманың биіктігі. 

 

Шар және цилиндр. 
 

         Цилиндрдің осьтік қимасы квадрат болғанда ғана оған іштей шар сызуға 

болады. Шардың центрі цилиндрдің осьтік қимасының симметрия центрі 

болады. 

 

Шар және конус. 
 

         Корпусқа барлық уақытта іштей шар сызуға болады. Конустың осьтік 

қимасына іштей сызылған шеңбердің центрі – шардың центрі. 

                

 Шар және қиық конус. 
 

lRR  21    болғанда ғана  қиық конусқа іштей шар сызуға болады. 21,RR - 

табанының рдиустары, l - жасаушысы.  Шардың  центрі конустың 

табандарының центрін қосатын кесіндінің ортасы болады. 

                                   ,
2

1
hr   

r - іштей сызылған  шардың радиусы, h - қиық конустың биіктігі. 

 

Тапсырмалар 
 

1. Кӛбейткіштерге жіктеңдер. 

2.  

а). ;122 34  aaa     ә). ;16 a    б).       ;
322322322 cacbba   

в). abcbccbaccaabba 3222222   

  

Ӛрнектерді ықшамдаңдар. 

 
;

1
/

1
1

22

33

22 bc

acc

c

c

ca

c

bcba

ca

caca

ca 







 













 

 

2. Теңбе-теңдікті дәлелдендер. 
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А) 
  
  

  
  

  
  

.2222 d
bcac

bdad
c

abcb

adcd
b

caba

cdbd
a 














 

Б) ,
257

222333552 cbacbacba 






егер 0 cba  

 

4. ,2n  теңбе теңдікті дәлелдеңдер.  
 

3

1
13221

2 
 

nn
nn  

 

5. Теңбе –теңдікті дәлелдеңдер. .3
2

1826963 3

6

663




 

 

6. Ӛрнекті ықшамдаңдар.  

;2
44

42
.2

8

4 222

22

2224
222

66

22

baba
baba

bbaa
baba

ba

b










 










25,0,3
4

b
a  

 

7. Ӛрнекті ықшамдаңдар. 

a

aa a





















1

4loglog225 24log

2

log2

22

25log2

1

3
4

49

 

 

8. xyx 124 22   теңдігінен 0,0  yx  болғанда  )lg(lg5,02lg2)2lg( yxyx   

шығатындағын дәлелдеңдер. 

9. Егер 2344  xxx болса, xx  22 қосындысы  неге тең. 

 

10. 
44

2222 dcbadcba 



 

11. Егер ,0,0  bcacababc  онда 3

111

3
abc

cba





 

12. 1,1
13

1
....

2

1

1

1









n

nnn
 

13. 2,
24

13

2

1
...

2

1

1

1






n

nnn
 

 

  Теңдеулерді шешіңдер: 

1. 08648 34  xxx                       6. 47
412

124
2

2 
xx

xx  

2.     5613
33
 xx                        7. ;4312  xxx  

3. 9,2
1

1
2

2







x

x

x

x
                         8.  ;7447  xx  

4. 4212   xxxx                         9. 332  xx  

5. ;64
104

21 2

2



xx

xx
                 10. 0112  xx   
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Теңдеулер жүйесін шешіңдер. 

 

1. 










189122444

546344

22

22

yxyxyx

yxyxyx
 

2. 










105

,70

2

2

yxyx

xyyx
 

3.    

   














1023

1025

,57

55

55

22

yxyx

yxyx

yxyxyx

 

4. 














19

,7

,3

22

22

32

xzxz

yzzy

yxyx
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